ANALYSE p-ADIQUE
B. ma.z)wf -

Avant-propos

L'objet de ce rapport est de construire la se/rie L p-adique de Kubota-

Leopold et d' e/tablir quelques propri&e’s fondementales. Il est remarquable

qu'il y a beaucoup de points de vues differents qui aboutissent 2 1a construction .

de ces fonctions.

1. Le point de vue de/'%d-l(ubotl:
On essaie de trouver une s?rie p-adique analytique LGS.'Z)'. associé

Y un caractere (de 'Dirichlet') dont ces valeurs sur les entiers negatifs
coincident avegcelles de la s€rie L (classique) de Dirichlet, aussi souvent
que possible! (§ 4).

En fait on a bien mieux que cela. Par exemple, la série L p-adique
satisfait 2 une formule analytique tres analogue ®1la formule analytique
classique Ou le regulateur classique est remplac(par un regulateur p-adique.

Un soup;:on de cette formule est donne/dans §5 ci-dessous.

2. Le point de vue d'Iwasawa

On essaie d'e’tudier la croissance de la partie p-primaire du grouye
de classes d'id!aux dan Q(S lorsque n tend vers l'infini ( 3';‘ = une racine m-ie\rm
primitive de l'nnitg). On trouve des formules qui donne une liaison étroite
entre la vitesse de cette croissance et les zeros de certaines des sé{iea L

. s s .
p-adiques dans un certain disque. Je n'ai méme pas %se de mentionner ce genre de

choses dans le texte parce que cela m'aurait condiit trop loin.

3. Le point de vue de Fresnel, Amice-Fresnel

On a envie ddapprofondir les congruences mod pn valables pour les nombres

de Bernoulli (la congruence de Kummer, etc. ).

4, Le point de vue de Serre

2. . . . z . .
Les series L p-adiques interviennent dans la theorie des formes modulaires

p-adiques. Elles apparaissent comme les termes constants dans certaines
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e

7
familles des formes modulaires p-adiques (les series d'Eisenstein).

~
Dans ce rapport jlai utilis(la technique des mesures p-adiques qui mene

facilement aux points de vue 1), 2), 3). J'ai essaye de donner des demonstrations
complgtes (probablement trop concises de temps en temps) sans faire appel |
des rc(ferences. Il y a cependant trois exceptions:

a)ll est tres commode (mais pas du tout essentiel) d'employer le langage
de s groupes de Lie P-adiques. Donc, au debut je me sers du langage (tres
pPeu) de cette theorie (Reference: LG = Lie algebras and Lie groups, Serre,
Benjamin. Dans I'introduction de ce livre l'auteur dit qu'il se servait des

manuscrits nonpubli(es de Bourbaki... alors je suis justifie?. .)

'-.‘(:?‘Q . )
(p) Quelque p&rt;Ou a pesoin a'une formule intéérale
pour 1/7(s) (la fonction complexe analytique)et ce n'est
pPas aans 1l'esprit ae ce rapport .,, donc je P=&p re);';rea-.

a8 un texte ae 1'analyse complexe.,

(c) Vers 1a tin ae 1la derniere section J'ai aonne/
-/

/ \
des. esquisses pl%tot que aes aemonstrations completes,
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l. L'Algedbre 4° Iwasawa

(o 1) Fixons p un nombre premier, Soient K un corps
localement compact qui est une extension finie de Qp,
et D son anneau d'entiers. D est un anneau topologique

complet pour une valuation discrete
v: D,' - Q
V(p) =1 °

Pour la notion de groupe analytigue sur K 1le

lecteur doit se rapporter a I1G (et, parait-i1, cuelques

manuscrite nonpublies dans les archives de Bourbaki)., Nous

allous considerer des e’énantillons parci les plus in-
offensits de ce genre, A savoir: les groupes analytiques
sur K, commutatifs et compacts., Soit G un tel groupe de
dimension d, Sou algeore ae lie & est un espace vectoriel

J
sur K de dimension d, L'algeure (;_ elle-mgme

peut étre vue comme groupe analytique localement compact
sur K. En se servant d'un théoreme de LG, on peut trouver
un sous-D-module L =&, libre de rang 4 sur D ( un réseau)
tel que l'exponentie].l,\induiv. un isomorphisme de L sur un
sous-groupe Go € G, ouver, d'indice fini.
Au moyen d'un tel réseau L on obtient lun systeme fond-

amental de voisinages de O, donne par wne suite de sous-

groupes ouverts dans G:

imaze(p”L) = D“Go =G, <6 n>0,



2.

<" Exemples

1. D*: le_groupe g_mltipiicatif des elements inversibles
«Z( dens D, D‘est un groupe analytique de dimension 1 sur D,
Son algébre de lie est canoniquement isomorphe a K, et
1'exponentielsdu groupe analytique D est 1'exponentiells

ordinaire:

exp(X) = %Yn(x)

ou v, est la puissance n-ieme divisee:
Y (X) =1

¥, (X) = X/n! n%1.

Puisque v(n!)<n/p-1 , on a

p=-2
v(v,(p))>ne — )
p-1
et v(v,(2)) > n. Jpon =

I1 s'ensuit que l'exponentiel est convergenie sur

peDeip g2 (resp. 4D 8l p= 2). Son inverse

1og(1-Y) = = T nlevp,,(T)

‘ est convergent: pour Y € vDe.



D = = = .
ans le cas K QD. D Zp, appelons U (pr et

~

Uy= uelU u=l modp sing2

e

mod 4 sips=2

U= U'l;-«F
RS
ou, F est le sous-groupe ﬁe racines(p=1) -ieme:i'unite
c'est un groupe cycligue d order p-l1, si L ;l 2, Si p = 2,
F =(£1),
La deécomposition ci-dessus est clair pour p = 2, et

elle se voit pour p ¥ 2 par une petite application du
lemme de Hensel a 1'equation XP~1.1 = O,

Desiggns par u = Ju> 1la projection sur le premier

facteur dans la déomposition g¢i-dessus,

L'exponentie]Q induit un isomorphisme de groupes ana-
lytiques:

2

Pzp U-l: (p £ 2)

42, 3 Uy (p = 2),

2, X: le groupe des caract.e‘res de G a valeurs dans D’K

Soit G un groupe analytique sur Qp. commutatif

et compact, Soit X = Homcont(G,D*), le =roupe,d&”homomorphismes

«Tzi\ !
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3 N '“: 4592
w3 G
< 4
\%\5 c\; continus, Lorsque G:: Zg » X est isomorphe & un ouvert
3 é \“\\\{E dans'(D‘x )4, donc X est muni de la structure de groupe
-\E é; \j\ = ana__&}‘tique sur K, commutatif et compact, de dimension 4.
:\\: :t \c; 3 Puisque n'importe quel groupe analytique sur Qp, commuti-
< X > ; tatif et compact, de dimension 4, possede un sous=-groupe G/
\‘*‘ \': \ ;\\\ ouvert isomorphe & Zpd ) ¢ pe; tou‘ours etre muni de la
T =0 ' structure de gpoupe analytique sur K coomutZT;atif et com-

C\ d . ! . -
XN N4 pact, de dimension d; C'est facile a montrer que cette

\t‘ a ) | structure ne dépend que du groupe analytique G.
; L'accouplement

\i \::
MR G<xX = D

™

(g8yx) = x(g)=g(x)

induit un morphisme

®
G - P(X,D)

ou F(X,D) est le D-module de fonctions analytiques sur
X & valeurs dans D, Donnons & F(X,D) la topologie de
convergence uniforme., Autrement dit, un systeme fond-
amental de voisinpzes de O est donne par pn.r(x D) n> 0,
65/ ;luwc/ 'Un calcul /ﬁﬁle montre Jque ¢ est une application cont-

inue, Le théorene d'independance des c¢aracteres (de Dede-

kind) montre que ¢ s'€tend a une injection de 1'anneau
ofe] - ®Rx,D)

(DI_G] = 1'anneau du groupe G a coefficients dans D
- f_z a,8; (somme fini), a; €Dy & € G} )
.
4'14 b4

% y' Par définition, 1'Alge‘bre d'Iwasawa_d .. D ./\)
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est 1'algebre topologique compact
T eIl I
el - 1o pje/e, (.

§i G = Zpd 1'algébre d'Iwasawa prend

la forme suivante:

4
Notons par 51"“5d € zp ANy /&

Soit DET].""Td‘g 1'anneau de series puissanees dans

les variables Ti P\ coefficients dans D,

= G, 1a base canonique.

- .~ Proposition: Le morphisme de D-algébres

-

- - I =
D\—Tl’ ..’de -- DBGM

Ty -‘;/ g;i!-l

g'étend 4 un isomorphisme de D-algdbres topologiques:
IﬁTl.ooo.TdI ; D[\g

Démonstration: Le morphisme J induit une surjection

e

A T R /AN O 6/6,=(2/p")%)

pour tout entier positif n, Le noyau de ,}: est 1'idéal 0;,(__
engend.re/ par (1+T1)Pn-1 pour i = 1,,.,4, I1 suffit
de montrer que (1+T1)Pn-1 est dans 1%éal I® ou I =(pyTy),

pour tout n et i. Puisque a ce moment-li?l s'étendera &

un homomorphisme surjectif de D Eﬁ‘--flj;]]m DZ.Z-GIZ

.8t continu
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Lo 6

Cly et plene f
=2 ) |
\\\ : est injectif parce que QI“’,&; nul, et c'est

un homéomorphisme puisque D" Tl,...,quést compact,

On démontre 1'assertion par récurrence., Notons pes
a 1'¢lement (1+T1)P B=1 o supposons qu'on a déeja montré
que a-1 ¢ 181 Alors, il faut montrer aP-1 ¢ 1P,

Mais

ap.l = (1 + a+ o;o + ap-l)(a'l)

et le premier facteur est contenu dans I ,
Ce.q.f.d,

i 51 G = CXE ouC est un groupe fini, et H

un groupe analytique sur Qp on a

o[¢]{ - 1im DJc xn/nn:( = 1im D[C] [B/Hnl' D[c]ﬁﬂ_g

On odbtient aussi
o] = o[c] &, o[L&]].
Un groupe analytique sur Qp commutT}atif et compact
quelconque G est isomorphe (noncanoniquement) au produit
cxzl

ou C est un groupe fini, Il s'ensuit que son algsbre
d'Iwasawa est isomorphe a D[ﬁxﬁ?l,...,Téil.
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< &, Proposition:

Au moyen du morphisme naturel, D-G—‘. - D“__-GJ. l'alg\ebre
DG s'identifie & unisous-algébre dense dans _ = DG,
Le morphisme ¢: G = F(X,D) s’ etend%un homomorphisme
continu ¢:/\ - F(X,D), Soit C = G le sous-groupe de /
torsion. Soit ¢ = »C, Si D contient une racine c-iéme fus- fos
. A'unite, le morphisme @: /A - F(X,D) est un homeomorphisme,
sur unc sous-D-algebre compact:de F(X,D).
Demonstration:
Le morphisme DG = D'__G/Gn. est surjectif pour
tout n, D'autre part, si a € DEG'_' n'est pas O, on peut
trouver un n tel que « nteﬁ 7pas dans le noyau de
DIG] - D[G/G] , d'ou la premiere assertion.
Quant & la seconde, pour n'importe quel n, il existe
un nombre m tel que si h € G, ¢(b-1) € p2.F(X,D). Donc
¢ envoie le noyau de D[G] - D[G/G ]dans pleF(X,D), I
s'ensuit que ¢ s'étend ‘ un homomorphisme de /\ dans P(X,D).
Supposons maintenant que D contient une racine c-ieme .
)lw;»(—u& de Qunite, Ecrivons G = C xH, avec H= z4 Chague caractére

p°
X3C = D* 1nduit un homomorphisme d'anneaux

D [te]] 3 p{[a]]
et grace & notee hypothese, le produit
xX
(L]l - X p BT

est injectif, On voit donce que afin de montrer
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1'injectivité de ®: A = F(X,D) on peut supposer que

GeHas= Z;H ConsideTons une série

|
f - z ail”-z,.o’idml oo Td e DLTI‘..'Td_K

dans le noyau de @, La série f a la propriéte quelle
'anul\e pour A'importe quél choix de valeurs T, € pD.
Alors, elle est identiquement nulle,
On a montré que ¢ est continu et injectit, Bile—est {°4¢

un homeomorphisme dehj\_sur un sous-algébre compact puisaue

[\ est compact,
c.q.f.d,

Déhormais on fera 1'h7pothese que D possede une racine
c-ieme ﬂ”unité’ et on identifiera 1'Algdbre d'Iwasawa avec
son image dans F(X,D), Si « ed/\_. on ecrira a(x) pour la
fonction analytique sur X ¥ valeurs dans D qui est 1'imge
de a dans PF(X,D).

de préﬁarat{:g,dO”WSI;rstrasa impliquE s
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2. Distridbutions et mesures

> Soit T un espace topologique localement compact
et totalement discontinu, Soit ET (fonctions en es-

caliers) le groupe de fonctions sur T, & valeurs dans

-

Z, localement constantes a support compact, Soit W

un groupe abelien,

Définition: Une distribution sur T, a> valeurs dans W,

est un homomorphisme,

(y}é"-“fe'crirons:w ‘t———"?g;"(t)/“'(t) )

S4{ Uc T est un ouvert compact, notons par /14(0) EW
1'image par /a de la fonction caractéristique de U:

t/(u) - M AP - 5;7(“/‘- fu;«-

On obtient dnsi une fonction

ouverts
(* 7*) compacts /L > W

dans T

qui est finiement additive.k'finiement add:ltive' veut

dvi'i'ﬂe' 'c';ue sl Ion a une réunion dis‘lointe d'ouvgrts co mpacts

- 1

Gans U e U Ty
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(Une fonction &. sur les ouverts compacts dans T est

finiement additive si elle satisfait a la propriete’

suivante:

pour toute réunion disjointe finie UJ UJ d'ouverts

compacts dans T,)

A n'importe quelle fonction finiement additive sur
les ouverts compact dans T & valeurs dans W on peut

associer une distribution par la régle suivante:

Soit £ ¢ ET.'Soit"U un-ouvert compact .dans T qui
contient le suvport de f, Soit U = U303 une decomposition
de U en ouverts'compacts disjoints UJ telle que f est

constante sur chaque Uﬁ’ Définissons

gmf/k = 2.1 I(UJ)/«‘UJ)

C'est clair que 1a somme & la droite ne dé}end pas
de la dé&omposition Us UJ Uh varce que /Q est finiement
additive, Donc J;-/L est blen-definiz et clairment un
homomorphisme, C'est une distribution alors,

On a tabli ainsi une correspondance biunivoque entre
les fonctions finiement additives sur les ouverts compacts

dans T, & valeurs dans W, et les distributions sur T, a&

valeurs dans W,
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Notons le groupe abelien dg distridbutions sur T
a valeurs dans W: dist(T,W),
Si T est fini (et discret) dist (T,W) s'identifie au
groupe abélien des fonctions sur T a valeurs dans W,
& T est un espace compact.qul s'exprime comme limite

projective d'espaces finis,

T = 1lim Tn n2> 0
n
avec '.En ac- Tn surjectif,

Pour chaque n, on d€finit une application

N
aist(T_,,,¥ ) = aist(T ,W)

n+l?

ainsi: pour 41 une distribution sur Tn-o-l

soit N/‘n-rl '/“n ou,
Jl) = B a8
t'

et t' parcourt les léments dans T ., qui se projette

}tCTno

On a

aist (T,¥W) = 1lim dist(T,,W)
-
n

~ /
ou la limite projective est formee au moyen des applications

N,



mesi-

On peut repre’senter, pPar conséquent

s une distribution
Ssur T comme une suite (hp)
’/

n>0 94e fonctions °

/‘n € dist(T ,W) = fonctions (T, W)

telle que

/A.n(t) = tz./‘h'.'l(t')

pour tout n , ¢ ¢ Tn

ou t' parcourt les €lements dans Ths1 Ui se projette sur
te Tno

Prenons maintenat pour W le corps Kk (muni de sa valeur
absolue ultramé'trique “ :

2 g = p1),

@Z:‘ g/_gmm Une distribution sup T & valeurs dans K

12
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%valeurs dans K) \
est une pesure) si ,A(U)l est borne sur 1l'ensembie -
d'ouverts compacts dans T,

I1 revient au meme de demander qu'il existe un élement

nonnul ¢ € K tel que cy«. prend ses valeurs dans D < K,

Supposons que T est compact. Soit C(T,K) 1'espace (de
Banach sur K) de fonctions continues sur T & valeurs dans

K,
£ = sup|£(e))
tel
. _a\valeurs dans K

o

- Proposition: Si T est compact, et ;_une mesure sur T )/

/'.'. 2

1l'application
/(‘ :ET - K
s'étend, & une fonctionelle K-lindaire et borree
o ¢ Vot
( Q\}ler;nﬁ*) ) O(T.K) - K
£ » S\f/&—
Démopstration: Si ¢ est une constante telle que ce/C

prend ses valeurs dans D, on aura
' < 1 .
(=) l m?fl < 1/¢ |f|\

I1 n'ya pas aucune difﬁculte de montrer la proposition:

gt
si cesc(T'K) C(T K)Yle sous-espace vectoriel sur K

ensendre/par Ep, /‘ s'&tend par 1inedirit€ & Cesc (1:1 K)'
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L'4négaliteé (¥) est evidente pour f € Coga(TsK) e

Mais C, .(T,K) est dense dans 1'espace de Banach c(T,K)
et k_s'é%end.alors & C(T,K) par continuite, satisfaisdnt-
encore & 1'inegalite (§). L'unicite est aussi clair,

e«

.- » Remargues:

La. derni®re proposition €tablil une correspondence

biunivoque: (lorsque T est compact )

mesures fonctionelles

sur T a K-linéaires et
< - = =7 7z

valeurs borneés sur

dans K c(T,K) .

Etant donne” une mesure /Lusur T (toujours compact)

et une fonction g € C(T,K) notons - B la mesure

~

A

Soit maintenant G un groupe analytique sur Qp’
(commutatif et) compact.On a

G = 1:m G/'Gn n> 0

pour le systeme de sous=-groupes ouverts Gn c G déerit

en §1.
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On a des correspondences biunivoques:

B
aist(G/G ,D) = D[G/an

® I = T ¢(g)-r
reG/G,

induisant des carro/s commutati s

B . -
a18(G/G_,4,0) = D|G/G 4 i
\ 5

KN i “~ proJ
d1st(6/G,,D) e n[e/ ]

Par passage 3 la limite on obtient

N

\f\Q .S Proposition: Soit G un groupe analytique sur Qp
(commutatif et) compact, Les morphismes P d~dessus

induisent untcorrespondence biunivoque

" S S o

A e N
entre les mesures sur G & valeurs dans D et les

é1ements dans 1'algebre d'Iwasawa de G, On a

< (x) = | . xe X .
AR

‘

5.
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o Prgpgsitign:

Soit G un groupe analytique sur Q (commutatif et)
compact, Le morphisme

C(G,K)X/\ -« K
(£,0) = | 2.k
o 1

est continu,

-

Démonst )¢
Puisque

o= e

on se ramene E'montrer que pour £ et €>0 donne”

< mexCheaeh | )

il existe un n tel que si « e’ se projette a O dans
9;@/6 alors

PO ; | _-
E)Gt-/Laj < €

Mais 11 ne faut que trouwer un n tel que
;f(gh) - £(g) e pour tout geG, heG, :

Prenons gd € G un systeéme de représantants modulo G o

Considérons f = & f(sd) l ( ,QU- fonction car-

acteristique de U).

Ona,t<fl<e et ' Tt = 0, d'ou la proposition.
“ Je /@



Exemple:iVLa distribution de Ha

Soit G un groupe analytique sur Qp et compact. Il
existe une distridbution unique M a\-va]:enrs dans Q?
invariante par translation a gauche et telle que
/_L(.(G) = 1, Mais ce n'est pas une mesure a" valeurs

dans Qp!

2) La_pmesure de Dira

Soit G comme ci-dessus, et geG, La_resure de Dirac

supportee a_g, 68. se defini* par la regle usuelle:

bg(U) =1 sigeU

= O sinon.

On a, comme d'habitude,

£(g) -g 2.6,

G

C'est facile & voir que la mesure associe’e' a8 l'ellément
ge Ge /\ par la pmpasition@jjn'est que la mesure de

Diraec 68.
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. . . -~ X
roposition: Un caractere /{:G = D se prolonge & un

homomorphisme continu des D-algdbres < :/\ - D par

la formule )
Fla) = ot
\ ; "
) Je ¢

L4

ou ba est la mesure associee a a.

Q@honstratigg:

Definissons - par la formule, C'est continu par la

proposition et c'est D-linéaire, Si g ¢ G,

T(e) = o = J(e)
J JG
et donc " est bien une extension deT: . PuiSque;f< est
un bomomo}phisme de G dans Dy, * est un homomorphisme
du D-algebre DIG7sur D, On voit que §glﬁ;» D est aussi

un homomorphisme par continuite?

/4



3, Le groupe multiplicatif et la coordonnfe_ canonique s

e

Z Soit G = t]i_ et désignons par /. le caractére sur

U_1 & valeurs dans D'donné par la composition:
. X Y
/7( U € 2y €D

Pour z € D on obtient un caractere

) E
/\\ : U-l' - D
par p%(u) = u® = exp(loguez) = T v (logu).z” . (\*j

Par la proposition precedsnte, le caractére 1%

s'étend fl.
un homomorphisme continu des D-algébres

5% ool - o

par la formule:
z(a) - ’xzo '
gre = J X e

N
o*u o € D[[U-}II et /& est la mesure s# U_* assocfi(e.' a

-
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Proposition: Soit u ¢ U—i— un generateur topologique., Fixons

l'identification
T W Dy

o =

-

T ] «qu

S1 a € D U s'identifie & la serie jotie/i- £(T), on

a la formule

(s ?(a) = £(1-u?),

I1 existe une serie ges2n<y/ C

'~

a(s) = £ ansn € Dié:e""'
. 8

-

uniquement caracterisee par la formule a(z)=%(a) pour

tout £ € D, Les coefficients a, sont donnés par

a, = yn(logu)- Lo ® (yn = n-ieme puissance
1, divisee)

Démonstration:

Puisque (*(1-u) = 1-u%, la premicre formule provient
de linéairite et continuité de 1'operateur ?z. La série
WA& a(s) peut dtre obtenw tout simplement comme
t(-f Yn(logu)-sn) ou par une intégration terme-par-terme
de (%) ci-deesus (facile & justifier) d'ow la dernidre
formule de la proposition,

la
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Considérons 1'homomorphisme des D-algebres

. ._ "

Voo =T B

o AU - Digii
- D‘:g‘ 8

—~——

L'injectivite et continuite/se voit facilement
par la formule (=~:), La question s'impose de deter-

miner 1'image de n dans nla;_:-. Appelons-le /A, © Dfls‘;i.

Commencons avec un resultat qui s'obtient immediatement

de la proposition precadente,

o . n ,

gor?llaire.Soit Za 8" dans _l’\l ge Alors,
\ p=2",

Lap't T vp(p) sl ptHRT)

et tap o ';Yn("‘)'- 8i p=2,

E ansn gq converge dans le disque ouvert de rayon

pt™) (resp. le disque ferme de rayon 1 si p = 2),

De'ionstration:

3

|2)= ]S;Yn(lc":su%a | < )\Yn(losu)]lz }rn(z'))]

(et de la méme fagon la petite amélioration pour p = 2 ),
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-~

. ;7- ,_: - On se prépare maintenant a déterminer _As dans le

cas special: K = Qe D = 2.

N 7

~
T
N—

Soit £(z) une fonction continue sur Zp & valsurs dans

Zpe —
o - el-r,
“.” Definitiop: Les goefficients d'interpolation &, (£3{>0)

de f sont d{dn‘ies ainsi:

6,(£) = £(0)
8,(£) = £(1)-£(0)
6,(£) = (£(2)-£(1))-(£(1)-£(0))

k 1,k
bk(f) = g (-1) (i)f(k'i)

/5. Exemple: ConsideTons le polynome & coefficients dans (1/n})Z
NIy

g8(8=1)css(8-n+l1) n
= termes

8 . 3
Cn(8) -(n) nl - g cnoﬂa - Yn(s) * de 44q s
Lu‘u‘uuw e
“,

Pour 8 € Z.cn(a) € Z, Puisque C, est continue et Z est

dense:dans zp. on a

Cpt Zp - Zp

Appelons C, le polypome de Pascal de déﬁgre/ Be

Lemme: bk(cn)- Osiksgén
-181k-n0
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Demonstration: Par recurrence, tenant compte de la

relation

Co(8) = Co(s-1) = C,_,(s-1) &

Pour £: Zp - Zp une fonction continue quelconque,

formons la série

L 5 (£)eCp (le developpement de Pascal de f)

.. Théoréme de Mahler:

p

Ci Sett (bk)kgo :dune suite d'eléments dans Z_ telle
que 5, - O, 1a serie de Pascal Eby+C,. #» convergre a

une fonction continue sur ZP & valeurs dans Zp.

Soit £ Zp - Zp une fonction continue, alors ses
coéfticients d'interpolation 6t(f) tendent vers zéro

dans gp et on a

e T 8,(£)0(s) = I B (£)(D) sez.

23

Déﬁgnstratiog: Lg premiar assertion est claire, Quant 2

1a seco e, fixons
Pour entier

une fonction\continue,

quelconque, ons un enfi:£>n
e

Z e
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- \
6,(I) = 0 pour k ©Q, X000y PI=1%

SN A .,e'-'...
ce qui equivaut a fire \\ f;’ ‘
f(x)= 0 pour k = 0,150 pP-1 .
/ ~'\,. ?.-._.:.‘ .‘f_..-\;.\‘

4

-xp“z AL kN0

1’/]{ s'emit que & f) - 0 et deve10ppe94de Pascal

dé f tend vers

coQof d.

Maintenant on va ge’he/raliser le domaine de la

fonction 3
Cn(!) s I cn’as °

/d'entiers p=ad ;

Soit (bgyyeee ’bn) un (n+l)-tuplell. formons

Cplbgyeeasby) = T oy 4By € Q o

Si B est une suite infinie d'entiers p-adiques (bn)n>0'
4

Scriyons .
Co(B) = Cp(byyeeesby)

pour chaque n) O,

Définition: Une suite B d'entiers p-adiques est appelst_
une suite prg39ue-gébmefrigue ( _B‘E_P./G_.) si cn(a) € Zp

pour chaque n> O,
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- Proposition:

(a) S1 B est une suite geometrique ( b, = b? pour
un entier p-adique b ) alors P est une suite presque-
géometrique,
(b) Une combinaison lineaire de suites presque-geo-
metriques & coefficients dans Zp est encore presque=-
géométriques; {.G. est un Zp-nodule.
(c) Donnons\P.G., la topologie de convergence simple
de chaque b, (1a topologie induit par son injection dans
le produit Z;'). Soit T le sous-zp-module engendré par
les suies geométriques, Alors £ est dense dans P.G,

(d) S1 B € P.G, on a les congruences

’

pour tout n>20, eiax 2 A= = (;“ .t-..c—v;.é"

A s',"F') - J .,
'5/.'“>>C. /

(a) 51 B est une suite géométrique, C,(B) = C, (b) pour

D§Eggst;at1§ H

1'entier p-adique b,

(b) La condition d'étre_presque-gé&ei%rique est une suite
de congruences linéaires en les b .

(c) Soit m2. 1 et solent b yeeey by € Z, satisfaisant

D
aux conditions suivantes:

ck(bo’..'bk) € zp pour k= O,l,..,m

(une suite prgsque-gesmé%rique tronqué;). On va montrer

que cette suite tronquég peut Etre réalisee par un élément
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de I, En effet, par récurrence on se ramehe au cas
bd = 0 pour J< m=1, A ce moment-l2 on voit que b € mzzp.

On est reduit, alors, & montrer que la suite

(‘x) 090’000’0’ t!
est réalisee par un élement de L, Prenons B = (bn)n‘)o’
~

n
jud 0
b, = £ (-1)%IHH?
)
Alors, B est clairment dans I, et elle réalise la
suite tronquée (3) parce que b est le n-icme coéfficient

de 1l'expansion de Taylor de la fonction
(exU(t)'l)m °

(4) La congruence de la partie (d) de 1la proposition
est &vidente pour les suites ge/omo/triques. Donc elle est

vral pour les ile_n’fénts de T et, vu la densité de T dans

P.G,, on a gagne,
Ceqoef.d,

CB 10/ Remarque: La condition d'§tre presque-geometrique se

traduit comme une suite de congruences: Pour chaque
n, b, doit étre congrue@,, modulo n.zp, 2 une combinaison
1inSaire de:bjr-(3¥n)s T |
b3"_—:5b2: 2'b1 mod(G-Zp)
b4?_ 6b3-11'b2+6b1 mod (24« zp)
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e ./ Théoreme: Si P ¥ 2, les trois conditions suivantes

sont éq'uivalentes:

1, fe_As.

2. Si 1'on ecrit le developpement de Pascal de £
Cpeqj 4&ans la forme

k
f- 2Ak.p ‘Ck)

la suite (Ak)k>o est une suite presque-geémétrique

d'entiers p-adiques,

. 3. Si 1'on ecrit le developpement de Taylor de f
Ju‘»-; .(\'t\ \*"h—*

f(s)=s % d.k-pkon(B)

la suite (4,),,est une suite presque-géométrique

d'entiers p-adique,

(L'(t;uivalence des trois conditions reste vrai pour p =2

pourvu qu'on remplace P par 4 dans les énonces 2) et 3),)

Defonstration:
En;enplojrant#]_._a’iterﬁino):ogie de 1'énonce”de notre
M%\t«d @rOpostHiun, consideTons les applications
A —As - Qpn
£ — a0} o

d: £ > £dk;(.?;).§ )
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La démonstration sera faite en. trois e/tapes-
,f’wd‘)\ ot ,(,->
I)Rappelons que /'\ est doarne—3Fa topolosie induite
par inclusion dans Dd_sji , et cette topologie coincide
avec celle définie par convergence simple sur les entiers

ZCZP.

Il s'ensuit que £ = &, (£) et f = 5,(f) sont des

applications continues,

II) Soit b € Z,. La suite géométrique (b7) . o est
dans 1'image de 4 et de A:

a
(exp(pb))® +—> (®ps0

A
8 n
epb)® > (g

Plus precisement, alors, on a pour 4 ou A:

d ou & 1§

= 3
DTy, - s - Q (D=2,)
~N o~
v %
- Suites Geometriques

. & [}
Covrgfrmudenie d'entiers p-adiques

d g

III) Puiscue D[U_;L est dense dans l{[ﬂi‘et son image
est contient dana P.G, € Q_p (§tape II ot prop.37 (b))
11 s'ensuityd et A envoient A\ gdans PG, < Qp L'image
de D[Uilest precisement £, 1p sous-zp-nodule engendre(
par les suites geﬁm’etriques. Puisque ¥ est dense dans
P.G, et _/\_' est compact, on 8 que d et A sont des

home’omorphismes de -A-s sur P.G,
: c.q.f.d,
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4, Distributions de Bernoulli

ca / ' a
7 81 @ € Z/mZ designons par {aﬁ la fraction , € Q
ou a est un entier O\( agm et a se projette a a.T

Soit m, premier &pet o, = mopn. Si B(x) est un

polynome de degré k dans Q[x} , formons la fonction

E: Z/mZ - Q (n un entier)

o - mk'lB( l,:a})

Disons que B(x) est un polynome ou:i définit une
distribution sur T = 11:1 Z/ng = Z/mOZ <Zp si, en effet,

les fonctions
ACD N Z/m % = Q

se recollent var les projections Z/mn 2= Z/mnz pour
n>0, Cela veut dire:

(47 %

E(a) = £ E(a')

a'
/. 7

oua € Z/mnz et a' parcourt les elements de Z/mn_._lz dans
1'image inverse de a, Par la discussion de ('2,1) la suite

LE(n)Znous donme une distridution qu'on appelilera E,

‘1' Le choix O alm des repre’sentants nous menera
aux polynomes de Bernoulli traditionels, avec bl = =1/2,

Si nous prenions le choix -1/2¢a ¢ 1/2 on aurait b, = O.
4

~
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'; ~
/=7 . Remarques:

~

On ne perd pas de séﬁéralité’en supposant que B(x)

GonFring
soit nentqﬁ%. Supposons=le alors et ecriyons:

B(x) = x* +koblxk°1 S PP

,L'hypothése que les E(n) se recollent se traduit

ainsi:
p=1

(1) B(a/m) = p5l.g B(a+Jjm/pm)
J=0

pour tout entier O-a- met m = m_ n=0,1,.00 &

n

Egéézémg: Pour chaque k. O il existe un et un seul

polyhone B (x), mg;ﬁgﬁi. de dégreé k, qui definit une
q%stribution. B (x) est le k-iéme volynome de Bernoulli,
T

Y
!

(Bourbaki, fonctions d'une_variable réelle ch. VI S1 no.s

pour une discussion des polynomes de Bernoulli)

géﬁogstragion:

Unicité: Soient B,B' deux polynomes, moniques et de
ddEiS'k, qui définissent des distributions, Fum f T, la
difference B = B'-B est de_gggré J<k, et par (1) elle
satisfait & la formule

p -1
20 B(x) = pn(3+h) T B(x+i/p?)
o i=0
4
ouh = k-=l=j >0, n est un entier quelconque,\x -a/hopr.

Q‘“S X<-L.

e e e g =



Soit A = ppcm des dehominateurs des coéfficients de B.

Considerons deux cas:

h 20: Alors la formule (2) impligue

(3) B(x)-=0 mod pnha‘lzp .

Puisque (3)_est valable pour tout n et tout x = a/m p",

O>x<1, on a que.doit etre identiquement nul.

b = O0: Encore par la formule (2) on a

p-1
\-l .- o
(4) B(x) = Bo z (x+1)3 mod pn; Zp B(x)'Boxd""‘
1=0 Bo¥ 0 _

14

ce qul est aussi impossible, tenant compte
des formules:

pB1A™ =8, ma p" a1z

et pnbl

™,z p® 40 = 0 moa pnA'lzp.
0

Existence:

Les polynomes de Bernoulli satisfont aux relations
(1) ci-dessus: (loc.cit., exercice 3 p.150), Vous le
trouvez un peu aride?’pas tellement lumineux? Attendez -
parce qu'il y a d'autre moyen de voir que les polynomes

de Bernoulli definisent des distributions,
c.q.f.d.
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Alors, L(1-k,f) est bien-définie pour k un entier >1

et on a .
L(1-k,f) = -b (£)/k =£(0).ek

ou e w'l 8Lk &1 et—¢ = 0" sinon.

Esquisse de la_demonstration due, essentiellement,a‘

Hurwitz:

On prend le chemin d'intéération o]

S A
\_ g
et la cle est a montrer
o exp(-az) 1
2ni. T (n+a)™® « exp(-ins)}*(l-s)\g g5"taz .
o = l-exp(=-2)

c

( provenant de la reﬁrééentation intéérale pour 1l'inverse

de la fonction.[7

1/[(s) = (2n)-1§ e~%(-2)"%a(-2)

zeC

cooe Q‘&“““ 7 Rkl e deleby daw « )za{:n{' 9)

Do:uq J&s LW\.\S ?u\ i N)f‘u.ui.-\ o QC\(

5% c; c\ (\qf‘\(\.‘ Zast Ac “7 '-B..L\\\.(:nr‘n \g\\%ﬁm_k
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Bon, des que la clé est montrer on a presque gagné:

On obtient

L(s,f) = Zf(a).ﬁgrm +a)”®
OCagm

= m~55f(a) 'i‘.(n'n-a/m)'s
a o

B R 5 T ey £l
c

ou 1l'expression 1ntééra1e a droite donne la continuation

analytique de la serie de Dirichlet a gauche,

On met s= lak::-

U on(-4.2) L
L1k, ) = (-1)5(k-1)¢ 25 = £(a).Res Lp 22 Fo
QO < z=0| 1—- r\"a(- 2) .

Vu la définition des polynomes de Bernoulli:

—e= . 53D A

et -1

on obtient

L(1-k,2) = =050/ T £(a). B(a/m) = b (£)/k « £{6)ec/k



ou £ = w°"1(8, (1)-B,(0)).

Pour ‘etaplir le theoreéme i1 ue faut que montrer

B,(1) = B (0) eikx 2,

(en effet .:Bouroaki loc, cit. on a 1a relation de

. . -1
recurreuce: Bn(x-o-l) - B“(x) = nX*7* )

.S -,

,.‘-L—' . Proposition:

. 7
Soit f: Z - L une fonction periodique et aefirnissons

. !...-

f£f :2-1L par f_(x)= £(-x). Alors,

b (£) =(31)¥R(£]) + £(0)ee

- e

Démoustration:

m-l m m p
z £ t(a).e?? g 2 f(m-a)-e(""a)z 2/ T f_(at)oeaz
0 1 1l
22 L3 e _ 3 °mz/._. 1
TEDRE
g M. ¥ gy Coqotod. 2=-2
o*'ﬂ_" £ M /
| E A =~

1, 51 £(0)= O ou bien k>1, on a
L(1-k,2) = b, (£)/k et
b (£) = (<1)*b, (£) .

En particulier si k est pair et t impaire
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L(l<k,f) = O
Dk(f) =0

81k est impair (k 1) et f paire on a la meme chose.

’ .

- 817 :’Z/ﬁ*‘- - C¥ est un homomorphisme, designons
par la méme le ttre la fonction pe?iodique sur Z obtenue

par -,
(a) = 0 i (a,m) # 1.

La fonctign periodique . est un caractere de Dirichlet

et L(s, ') est la serie L de Dirichlet, Encore

L(l-k, ) = b ) /k

~,

_>/ Par la formule du thebréme, bk(t) depend de la fonction
£:2 - C et non pas de la pe':t::lode m., Ca donne une autre
methode 4% wvoir que les E, sont des diatﬂbution.!

,

-

PR Cousidérons les aistrivutions E, (a) «eT a valeurs
) /daus Q. Rappelons !E- Z/mox Zp. Soit ¢ un élement in-
versiple dans 1l'anueau T, Soit H(c"la) la uouvelle
distrioution qui provient de Ek par composition avec

1'automorphisme e lin &,
Soit Ek, e la distrioution sur T a valeurs dans Q

définie par la formule

Ek,c(“) - Ek(a) - ckEk(c'la) ‘
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Pour le formulaire en bas de la page, fixous les

notations suivantes:

Si « € Z/m, soit %. c:z3 . Soit v 1'entier unique
tel que O<boim et cb=a mod m,
Ecriyons |

cCoO = a + ham o

Soit 4, = ppem des denominateurs des coéfficients

de Bk(x).

(22.1/ ] FORMULAIRE

A) E =0 pour tout ¢ (eleémeut iuversivle aans T).

O,c

—

B)i_Ek,c(a) - dkﬁfgﬁ(d-la) = Ex,d(a) - ckEk’a(c'lgz

‘. - N
ou les E sont vues ¢ooun astltuie
pour m quelconque, ¢,d, premier & ms Aussi pour c,d,

elemeuts iuversibles dans T, ou les E sout vues comme

distrioutious sur T,

) ‘ By () = =n, + (c-1)/2

(El,c est vue comme distrioution sur Z/m et

¢ est premier & m)

D);.Ek,c(“) = kea" (b, + (c-1)/2) mod mA;'Z i
t . |

Démo.stration:
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DEsigpns par Ey la distribution sur Z/m definie par
le k-ieme polynome de Bernoulli B,. On designe par le
meme symbole la distribution définie par B sur T = 2/ X Zyo
Appelons B, la k-ieme distribution de Bernoulli, C'est

une distribution & valeurs dans Q.

Bo =1 H Eoz Z/m - Q est la distribution
de Haar, E (a) = 1/m,

B =X =1/2 ; Ey: Z2/m - Q est la distribution

a = ja =-1/2
¢ - Definition:
Soit L un corps de caractei'istique O, Soit £: Z - L

une fonction qui se factorise a travers 2/m pour un m

convenable (f est une fonction périogge),

Le k-i¢m nb
Bernoulli (zeperalisé) associe’a f est

W1
o = O em =wbe 2 B0
 /n il 4

P 1 “wL
/4L Remarque: Les b, (f) dépend’de £:Z = L et non pas de m.
~

Cette~dérniére phrase équivaut & dire que E, est une
distribution.

7
. 4’»}%2‘2{2;:5\1_1&: Soit f: 2 - ¢ une fonction pe?:lodique, et notons
~sr [(8,2) la—continuakion analytique de la série
% £(n) .n-B Sy L s.'(d-« Ct'»‘ltui(
o

——

s i -3
o vl 1 Y O it o]
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N
Grace a'la formule D) du formulaire pour m = m,
{n suffisament grana tel que m“Azl € Zp) on a
gagne, Méme daus le cas p=2; c¢=1 moa 2 et (e=1)/2

est dans 22‘
c.q.t.a.

Y , ’ N
:\‘(’- /,-) Consiaeronsle groupe de lie analytique G = T:’* des
elements iuversioles daus T = Z/mo\' Z_. En tant que
,‘\T—»" p P
espace topologique y’est un ouvert ferme dans T.
Les caracteres ~'% gur Uy peuveut etre cousidefes

3 Q-
.~uwg_caracteres sur T par\fgbrojection:

S IR T T ¢
T .\Z/mo \Zp - Ul

(g u) —= <'u>t

; ¥
Pour n un eut:ler} posoéns 'Xu:l' - Z: ole caractere

défi.i par (a,u) = u® , Alors, .

Ta = O
AR ot
o @ estlegmﬂ}n_d.e_mgu;gmmm

2%

ST ez
5 ——>racines (p-1)-iemes d'unite cz:; (r #2)

'Z{:l\ic z¢ (p=2)
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Puiscue Ek,c est w.e mesure sur T a° valeurs daus zp,

—8a restrigtion 286 = 'I'* donne une mesure:sur G,
‘. - A o - . ., ° o ‘T.'k"'l. —-.k-l. ’
L Th;c:rég e: Ek,c k ’(k-l El,c = k. .t e El,c ‘

(Rappelons que le produit d'uue mesure par w.e fouction

contiunue est encore uue mesure)
Démoustration:

-

Ca provient du formulaire (C + D), Or pose 2 m = m,

et on laisse n tend vers 1'infini dans la formule D.

c.q.f.d, . '-W;
R

1.

o .
:(qui contient une racine (p(mo)-ie‘me d'unite )

\. -~
7%~ Soit K uue extension fiude de Qf et soit D so. anuesu

!

R

d'eutiers, Soit X le groupe analytique ae;caracteres de
G =T & valeurs dans L', X est uu groupe analytique sur

. .o .. i
K, SR e

-t

Pour r une Tonction continue sur G a valeurs daus D,
et ¢ € G tel que f(e¢) £ 1, posons
r

1 {
@ /;) () s« | @)X () B (6) ek
: k(£(e)=1) )G

Lemmg H

I,(t) € K ne de’f)end pas du choix de ¢ et de k21,

Démoustration: L'indéendance par rapport de provient
facilement de la tormule B du formulaire, L':lndéf;endance

par rapport & k> 1 provieut du théordme précédent.,

Oz a alors:

2 (i
L(g) = %—-zc—\—:l \-&—(c;}\ A‘j:‘:}] i_i'c(? ;



ACST2Z K

Ecriqons aussi:

L(s,f) = L(®.2) pourseD.

Pour e X N L(’) s'exprime daus la formule ci-
dessus comme quotient ae fonctions a'Iwasawa sur X,
Autrement dit, L(v) est dans le corps ae fractions
de 1l'anueau dﬂwasawa_JfL -DEEZ' et en particulier, L(})
est uue fouction meromorphe (&‘valeurs aans K) sur le
groupe analytique X, L(7) est méme analytique eu denors
de =1, |
On a aefiuie L(r) aum moyen au choix ae m,,p, et ae K,
mais c'est clair par la formule ¢i-aessus que le comp- ;
ortement de L(f) par rapport aux changements aes choix :

ne produit pas ae surprises, A savoir: Si m, \\ m,' et K c Kl'
\

: £
/ v/ 0 {
! et 8l A/D > 2

\ o P =X
‘? / F“'S'l/ t Tg (

. 3 Z/ho.x.gp-———___e> K ' ‘/

é est un diagramme commutatif, alors L(f£') = L(f). __,—~__J/

C;{/;} Détiuition: L(y) est la_série L (p-adique) de Kubota=
' Leopold, (gur X).




/s Yy
L=l phy
f€$g:iTh€6r€me: Soit 't X d'ordre fi.l, Alors
\ "/'”—_~‘“_— /
L(1-k, " ) = -Dk('}-"‘ < 9/x pour k1,
diggst:atign:
. y - - '
L(l-k r,") = L(A-';'I.) = L('.‘ ;f',/') = 3 : r(s) 'E (g)
' S k(r(edeka) ke

)&

-, T "\ :
ouf = 4t o Pulsque f est localement constante,

£(@)B (&) = 1(&)E(e) - ¢ (B (cVe) .
‘G G G

Puisque t est un homomorphisme on fait le cha.gement ae

variaoles daus 1'1nte§}alo & gauche et on obtient:

(‘\
| 2(8)E, (&) = (1- cFr(e))n (1)

VG

d'apres @'9.

Ceqefo.de

’:41771.13@@:92918

e
1) 51 X£-0 mod p-1 (p # 2)
;:O mod 2 (p - 2) 9

¢¥al, et par couséquent,

L=k, Y) = =g (),



(X

’ ’y

LW S K
2) Sigest un caracte\re impair ﬁ/“"du tneoreme
précedédnt etrla remarque 1) que

L(1-k,}i~) =0 k>1

Par conséqueut,

L(s, —}‘) = 0 (identiquement).

3) La_deénominateur de }/. 5‘-.,/ DY) € L) o, Lt

I((/‘ 7,“(
Pssons )
/Den(/))\ minl/ /(c)@f—l ]] min ax m(c)p}‘-ll.
c e 7¥ ce™ke?2
P
Alors on a e

sur T se Yécompose (uniquement)

Aslorsque D = 2
AN —P-
On peut calculerlD(n( ?fracikie\nq: Si TF=Fx I{l—-’

n'importe quel caract® X

/g'anuule sur Uy et s’auvage taniyule sur F,
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Alors, 81 D = Zp, la formule j£i-dessus donue

lne’n(- ( = min

c

7 baere(e) = 1 \

7/
et puis ou peut rengfe De’n(}l‘) = 0,1 suivant les

cas que t le caractede trivial ou pas.

“ /
modére

4 /7
Par conse€guent,
ra
Vs

e p ¢

lorsque/- Zp, et /modéré n'est pas le caractere
trivial,
4) g 1 8 ¢ ’-
Soit7 le caractére trivial sur 7™ (7(&.)- 1l pour a € T),

ConsidéTons

L(e,}) = U(wFa)e \ ™% Y- B
G
qui se dé?re]bppe en serie:

Cu,r,. ,

L(s, 7}) -

,(&y <<



, Ve
Puisque L(s,&‘) est indepenadant de ¢ ¢ U.
on déduit que

)
¢ SG f‘z-ikl,c = R log(e)

(en tant que fonctions de ¢ & U_}-l) ou R est un constant _

' - AN
qui s 1nterpre,}te comme a residus de L(sy4) a s =1,

4

T
La question s'impose de calculer la r;sidu)p Re CRirv ool

PQ'.J *ﬁ«\ :

Eroposition: R = ¢(m,p)/m_p 4+ (¢ = la fonction phi

B

RS
‘

¢(4m ) /4m ¢ 7 d'Buler)

5) Conparaisou avec la série I classique,

Soit F w. corps qui s'identitie(a la fois) a
Wi:. SOusS=corps du corps complexe ¢ et 2 uu sous=corps
au corps K (u;u_e exteusion fiuie ae Qp). Soit (/-' un
caractsre sur 'l"'&u'ordre fiui a valeurs dau.s F, On peut
cOusidGrer"}"a' la fois comme caractere de Dirichlet, et
comme caractere a valeurs dans K,

Soient Ly(s, Y*) 1la série L de Diricnlet et LK(s,}/‘)

la serie L de Kubota-Leopola, Alors,
) 1 /\.-.‘L .

et en particulier

. . ) A C (';-{) \v
(*) I»K(l-k,}(f) = Lc(l-k, y/) eF <k>1’ , Si fr2

IO 7 B
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»

La foruwule (éﬁ) est uue caracterisatio. ae LK(s,y/)

comme fouictio: aialytique eu s,

Démoys tratiog
A

\ ” .\; i s
D'apres 64,/{",/ oSy et le

fait que leusewile qes valeurs k aecrit da.s la Tormule

(%) est de.se daus Zrye

o5



~
S. La_transformee de Kubota-Leopold

e a4
s Définissons les composants du diggramme
ci-dessous:
I g
Tl = >Bjuf
7...- ' ; ‘:.‘ ‘c‘-“.» H ]
'\.:‘(.‘ "- L' s .:c ( L

. )
-~ ‘-\'s k‘.‘\} .
f_ ~ PR S o ¥
. a0 ', B
e PR R R

/}.- .{i y .‘ -
VIR A \Y J/

-~ Y 7 Z ﬁ—vg . . R cs

) . v . .
(1) ZPI.q] : 1'anieau des polyuomes en q

(ﬁ) ¢ =q-l
Q"ﬁ Zpﬁ?ﬂ} : 1'anneau des seTies formelles dLvLsg/gg en q
> coefficients dans Z_. C'est le sous-anneau de QPTE_H

P
des e’lefnents de la forme
© . \
A =z a.ﬂvn(q) : Y- n-ieme puissance
0 divisée
e Zp

tels que e%&ﬁag = 0,

5 [ s =)
On met la norme suivante sur Zp[éq 3‘-:: Si Ae Zp‘!}.q‘-)

est une serie formelle divisee,

o] - evp 1
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Alors Zp’éﬁj} est un anuneau complet par rapport a-
la norme,

(iv) c’: 1l'anneau des ronctions continues en s a\valeurs

daus &. C'est un anneau complet pour la ..orme

“fl'lt sup }r(s){ .

8 € 2
€ %

(v) Les morphismes verticallk sont les morphismes
naturels, L'application f est un homomorphisme de
Zp-modules (pas d'algeores) deéfiui par

T = <n> =i (n,p)e1

(o] sinon,

Pour la proposition suivante je domns 1'en0once pour
P # 2, I1 n'y a pas veaucoup de changements ne;:essa:lre

pour p = 2 mais ...

> W*@)SOR P # 2., L'homomorphisme I:o

prolouge } un homomorphisme éentinu de zp-modules

P: ZP@Q - c,
rendant le aiagramme ci-dessus commutatit, On a

RICRS O
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(2) si A(Q) e ngﬂf' suostituons q = e*-:'j_ y 18

se/rie formelle en t, Ecrivons

ACe®-1) = £ By (A)v(8).

P
«strictement croigsante ’
prise pour n'importe quelle suiteja’entIers A4 positifs

tels que h’i-‘o moa p=l1

k-8 aans Z,

Par Lim Bk(A) pour 8 € 2 on entend la limite
== g

“yr
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Alors, :l:. B%-éA) existe pour A ¢ Zp(é_'&}(& et se zp

et

A(s) -*]\I,;l?sBk(-A).

~
Demonstratiop:

On garae 1la terminologie ae 1'enonce de la proposition

et on se prepare ey censiderant la tonction

A(q) = g n entier,

4(e®-1) = (etar)a . g B (4) t%/x!

n
ou B,(4) = & ((-)1)“'i (1K, (1)

Puisque,

Be(4,) = < ( e¥1)n
atk t=0

-)j_df:l(n(o"-tl.)n + n(e®-1)u-1y
-1 :

K

-}

t=0

= 2B (4) + 0B (8, ),
un entier

on voit par re/ct'xrrence que Bk(An) est/divisible rar nf ,
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e

Nous appliquons ce qui préeamrer

| TG Il < a2

Eu effet,

a
(@ -T2 = E (123 [a?)

gm0

(3,p)=1

et par cOuse/quent,

Jrke s |2 comsoxst |
J=0
(JQP)'I

ou ¥ parcourt les entiers qui sont

(a) supe/rieur & un entier K, donne

(b) congrus & 0 mod p-1
parce que l'ensemde de tels entters est dense daus

Mais pour uu tel K,

n a

_1ya=J 2 N _1yR=J(By 4N .
£ (C DR O ) *‘afo( 1)77() 37 = By(4y)
(34p)=1

- ———~ e -

%p

o

= -3,0 s -
-z (DY ¢ (_"C
J

moa pN°.
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Puisque By(A ) est divisiole par ni 1a formule
ci-dessusq\nontre bien 1'1ne’ga11te/

“I (E“)! < ln!t

ei 1'on prena N, suffisament grand tel que ]chi < ]n!’ .
S
Definissons

T, @ = T@®/mt ec,

et clest 1mmed1at; que ] s'étena par continuite/ a>

e

fir., satistaisant 3 1'inegalite de normes efonces.

%1
NG

Afig de deaontrer la deuxieme partie de la proposition,

considefons n'impomte quelle serie
4Q) = Za;v(qe Zp{{@?%°
C'est claiy gque., R

B = T oy B, (4, )/t

7/
ou la convergence est assuree q'apr?a ce qui pre/cede. On

en tire

[ mel< 4«

ZS—-
La demonstration lest conclue en deux etapes:

1, Lorsque A = q-", s Bp(d)-= ok, et

)=
Iin By (4) "ﬁf AN v (A) s)

k;;_s [ fl’* -
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Alors on a
Lim B, (4) = I"A(s)
k -i‘ ‘
pour tout A € 2 [g’. ‘
e r e>o0 ]

2., Pour n'importe quel A € 2 | 'iz:prenons un polynome
&35

A' € Z'P[ql tel que

AR

Alors

jrar - )< Jrear-af < farsll< e

| 3@ - s < frar-nfs fpraaf < e

et on ootient

Lim Bk(A) = Tfl(')o
k-8
* coQofodo

~—
L'application ' 8'étend aussi & 1'espace vectoriel

Gk sur 4By zdafy - QP®zpc'. Elle est appele
(ng K /“‘[‘7‘9 la Lransf d bota=L o

Soit G Z Jé‘&?} - szC{:aE‘,z la aerivation de{inie par

9- qelogqed/dq . Pour A(E) € Zpgg;'?gon a la formule

52
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(Dixeta) . ted/at -).:A(et-lj.

I1 s'eusuit que
Bk(GA) = k.B,(4)

et, d'aprés 1a deuxieme partie

de la proposition ci-dessus,
sl p £ 2,

(I) TGA(8) = s.[a(s) .

Il y a une aeuxieme formule utile:

(II) (Evaluatiop & s=0)

[AC0) = A(0) = 1/p {; A( Sp-l)
o

ou A(qQ) € ijg q}% et g parcourt les racines p-ieme ae

1'unite, A( X;"l) - 8 ay (‘gp-l) est convergente puisque
Qa serie)

la valeur aoaolue‘/
yn(*%-ﬁ est bornée (Exercise facile: vp(n!)<n/p-1

Vo (7p=1)21/p-1)

Donc l'express:lon @' gauche dans la formule (II) est

aefinio. Pulsque les deur c3tés de (II) sont lindaires
est continus en A 11 suffira de considefer A(Q) = -‘»’-n

afin a_'etaour (II), Mais en ce cas ou caleul les deux
c6tes ae (II) et on ootient qulls sont O ou 1 suivant



P

A'—

~

{es cas pim ou p,fm. 3 y‘ul
7 i Je termine e rapport en
Teopold comme la traﬁstorme’e d

chose? [H, La sé-ie H est ole

] s
- am s )

e

-

ocbonend- 1a serie L ae Kuoota=-
e Kubota-Leopold de quelyue

n explicite et on en tirera

1memnmuunml d, Je travail toujours dans
s/

le cas p # 2, et on v&8 restrei

en plus.

sur Z/m

ndre la ggngralite un peu

‘ /
Si un caractkroz :Z/m* = D'*L ne se factorise pas a\

travers un quotient propre ae Z/m’ on dit z est primitif

»

et on dit que m est la conducteur de x.

Soitm=m = mop“ pour n»l et Z un caractére a

valeurs

On dﬁinit la somme de_Gauss

't(x) -

@-

m-lx .
af (o} (a)s

/7

ou§ parcourt les racines m-:l;nes ae 1l'unite,

Lempe 1

Ecrivouns

ay (Ol

G(‘&.x) -a@- s o

3

as q--l

= i

ks

(amd=d

a(q) = « Koz ) (G

dans D de conducteur m. Supposons que les racines 3

Q@ 3wob Sumo\eg® Juov I swop v X 7% s
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7
Demonstration:

)
s1 8§ = £ a2
o
(A‘ we 4
est la nume?ateur de G, on déontre facilement

m a
6(3) - g(q) R L s(:)

& -1 o D@ q'Sa

et puisque Sag(sa) - ZX(D) gab -X(a'l)‘r(X)

on a gagne’,

cqgd

Lemme 2:
I1 existe une séTie H(J) ¢ K@Z dfq.};satisfaisant
p

les prOpri(teg suivantes:

(1) dH/aq = -G';?,X) .
(11) THE- L(lr"/Z)

Corollaire:
"y
L(I,X) - - "-L_Zl z (a'l)losp(l-ga)
@) =9

ou log, = le logarithme p-adique,

b
Esquisse de la demonstration du lemme:
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P
On emploie 1'expression pour G don.ee aans le lemme 1
et la formule

d/dq( 1log(q- r)) - d/dq(log(l-‘f +Qq) = l/é- ga).

Puisque 1~ f est une unite’p-adiqne lorsque (a,m)el,
log(l-f +q) € D({E}}

et on prend

4% EB=" ﬁ,—,x—l EZ(a'15i88(q -ga) .

/
Maintenant i1 faut demontrer (ii). On a

(@(.t-l) = -tetG(Qt—l) - - XM

emt-l

= =3 bk ¢)Yk(t)

et alors B, (H) = -okg)/k M et

[TE(8) = 1im -bkd)/k - L(l-ﬂox).

k*s

Ceqef.d,
~

a stra d a

: 7
Appliquons la formule (II),afin d'evaluer [NH(O).

et () ci-dessus )

=L



