PRQBLEMES MATHEMATIQUES
THEORIE DES NOMBRES

« Je sais que les nombres sont beaux.
S’ils ne le sont pas, rien ne Uest. »

Paul Erdos
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Al'image des atomes pour les molécules, les nombres premiers sont les briques élémentaires

des nombres entiers. Quantité de problémes sur les premiers sont aussi simples a énoncer

que difficiles a attaquer. Un éminent mathématicien de Harvard a fait le pari de les présenter

en ne faisant appel qu'a des notions élémentaires de mathématiques.

\

en croire Aristote, les premiers
Apythagoriciens pensaient que les

principes gouvernant le Nom-
bre sont « le principe de toutes choses » ;
les éléments du nombre étant plus
fondamentaux encore que les quatre
éléments physiques d’Empédocle :
terre, air, feu et eau. Réfléchir sur le
Nombre, c’est se rapprocher de 'archi-
tecture de « ce qui est ». Depuis cette
époque, qu’est devenue la pensée sur
les nombres?
Il'y a pres de quatre siecles, René Des-
cartes exprimait I'espoir qu'il n’y aurait
bientdt « plus rien a découvrir en géo-
métrie ». Les physiciens d’aujourd’hui
révent d’'une « théorie unifiée ». Mais,
toute vénérable, belle et puissante
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ARISTOTE portait un grand intérét a
la distinction entre le « composé » et
'« inCOMPOSE ». opANIEL ARNAUDET/RMN

qu’elle soit, la mathématique des
nombres en est peut-étre encore 2 ses
débuts. Elle pourrait receler autant
de profondeurs a explorer que I'ame
humaine, sans que I'on attende ou
méme que l'on espere une théorie
ultime.

Dans les écrits d'un prédécesseur de
Platon, Philolaos, les nombres premiers
sont cités comme une classe particu-
liere de nombres. Platon, lui, n’en fait
pas spécifiquement mention dans ses
dialogues — ce qui m’étonne, connais-
sant le grand intérét que le philosophe
portait aux développements mathéma-
tiques. Ils apparaissent incidemment
dans les écrits d’Aristote, et ce n’est pas
surprenant au regard de l'intérét qu’il

portait a la distinction entre le com-
posé et 'incomposé : « L'incomposé
vient avant le composé », écrit-il dans
le livre 13 de sa Métaphysique (faisant
donc, entre autres, un usage intempo-
rel fort intéressant du mot « avant »).
Bref, les nombres premiers, malgré
la position essentielle qu’ils occupent
dans la compréhension moderne du
nombre, n’ont pas fait 'objet d’un
intérét particulier dans la littérature
antique pré-euclidienne — du moins
dans celle qui est parvenue jusqu’a
nous. Ils ne paraissent pas avoir été
reconnus comme la notion mathéma-
tique extraordinaire, au centre de toute
compréhension profonde des phéno-
menes numériques, qu'ils représentent
aujourd’hui.

Il existe une extraordinaire abondance
de vérités établies sur les nombres. Ces
vérités suscitent une profonde admira-
tion pour la merveilleuse complexité
des nombres premiers. Mais chaque
découverte donne naissance a toute
une nouvelle série de questions, d’hy-
potheses, d’heuristiques, de prévisions
et de problémes non résolus.

Arbre de factorisation

Au ceeur du mystere des nombres pre-
miers se trouve l'un des grands proble-
mes mathématiques non résolus, la
conjecture de Riemann. Elle vaudra un
million de dollars offerts par I'Institut
Clay ala personne qui saura la résoudre
et sa solution — argent ou pas — est
cruciale pour notre compréhension de
la nature des nombres. Dans ce numéro
(p. 26), Gilles Lachaud explique de
quoi il s’agit et pourquoi la résolution
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de cette conjecture nous donnera une
vision nouvelle de la « structure intime »
des premiers.

Par définition, un « nombre premier »
(on dit aussi simplement un « pre-
mier ») est un entier supérieur a 1 qui
ne peut pas s’écrire sous la forme d’'un
produit de deux entiers plus petits. Les
deux premiers de la série sont donc 2 et
3. L'entier suivant, 4, n’est pas premier
car4 = 2x2 ; le suivant, 5, 'est. En dis-
posant de la multiplication pour outil,
les premiers sont les briques qui permet-
tent de fabriquer tous les nombres.
Selon un théoréeme fondamental
d’arithmétique, tout nombre (supérieur
a 1) peut étre décomposé sous la forme
d’un produit de facteurs premiers, et
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cette factorisation est unique (sauf a
changer l'ordre des facteurs).
Par exemple, sil'on essaye de factoriser
le nombre 300, il y a diverses fagons de
commencer :

300=30x10
ou

300 =6x 50
et plusieurs autres encore. Continuons
a factoriser (a « descendre » le long
chacun de ces possibles « arbres de
factorisation ») jusqu’a la fin.
Par exemple :

300
30x 10
3x10x2x%x5
3x2x5x2x5

On finit toujours avec le méme jeu de
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nombres premiers :
300=22x3x52

Quels que soient les choix qui peuvent
se présenter au cours du cheminement
dans I'arbre de factorisation, I'unicité
de ce jeu ultime de facteurs premiers
— les atomes, de tout nombre N — est
un authentique théoreme. C’est Carl
Friedrich Gauss, au début du XIx¢ sie-
cle, qui en a donné la démonstration
explicite (mais 'unicité a été utilisée
par d’autres mathématiciens avant
lui). La conjecture de Riemann nous
amene A cette question : avec quelle
profondeur peut-on connaitre les
nombres premiers, ces atomes de la
multiplication?

un mot, aucune liste finie de nombres
premiers n’est exhaustive | La clarté de
ce raisonnement ne doit néanmoins
pas nous faire croire que nous avons,
avec ce calcul, une recette utilisable
pour trouver concrétement des nom-
bres premiers toujours plus grands.
Pourtant, les choses commencent
bien : par exemple, avec les deux pre-
miers nombres premiers, 2 et 3, le cal-
cul d’Euclide permet de construire le
nombre N =2 x 3 + | qui est justement
le nombre premier 7.

En partant des trois premiers, 2, 3 et
5,onobtient N =2 x3 x5+ 1, c’est-
a-dire le nombre premier 31.
Cependant, apres avoir fabriqué les quel-

LES NOMBRES QUI S’ECRIVENT SOUS CETTE FORME S’APPELLENT LES « NOM-
BRES DE MERSENNE ». Ils ne peuvent étre premiers que si n est premier. Le plus
grand premier connu a ce jour est de cette forme. Il compte prés de huit millions
de chiffres dont quelques-uns sont indiqués dans cette représentation.

Il existe une infinité de nombres pre-
miers. Dans ses Eléments, Euclide
montre de maniere tres ingénieuse que,
quel que soit un nombre premier p, la
suite finie des premiers jusqu’a p,
2,3,5,7,11,...,p,

ne contient pas la totalité des nombres
premiers. En effet, en multipliant entre
eux tous ces nombres et en ajoutant 1
au résultat, on obtient un nombre
N=2x3x5x7x1lx---xp+1
et, comme tous les nombres supérieurs
a1, le nombre N ainsi construit est soit
premier soit divisible par un nombre
premier. Mais il n’est certainement
pas divisible par I'un quelconque des
premiers jusqu’a p puisque, par cons-
truction, le reste de la division de N
par tout premier de la suite est égal a
1. Ainsi, tout diviseur premier de N doit
étre un nouveau nombre premier. En

22 LES DOSSIERS DE LA RECHERCHE N° 20 | A0OT 2005 |

que 200 premiers nombres premiers, le
nombre colossal donné par le calcul
d’Euclide (le produit de tous ces pre-
miers, plus 1), dont les facteurs premiers
doivent étre nouveaux, est tellement
grand que ni vous ni votre ordinateur ne
pourrez le factoriser de maniere a obtenir
Cces nouveaux premiers.

Nombre record

Des lors, il n’est pas surprenant que cer-
tains aient travaillé dur pour découvrir
— sous forme explicite — des nombres
premiers trés grands. A I'heure actuelle,
le record est détenu par le nombre

P = 225964951 _ ]

qui compte 7 816 230 chiffres et dont
la primalité a été démontrée en février
2005. Si vous recherchez ce nombre
sur Google, vous apprendrez I'histoire
de la découverte de sa primalité, une

aventure menée par des passionnés
des nombres a travers le monde. Vous
apprendrez par exemple que, pour
aborder efficacement la question du
caractere premier d’un tel nombre
(de pres de huit millions de chiffres),
il faut une théorie adaptée, spéciale-
ment congue pour le manipuler : il
est tellement grand qu’il lui faut une
théorie pour lui tout seul !
Vous vous posez peut-étre des questions
sur la forme particuliere sous laquelle
se présente notre nombre record :
225964951 _
Pour manipuler des nombres aussi
grands, il vaut mieux avoir de bons
indices sur la maniere dont on peut
les calculer. Une notation commode
pour un nombre de grande taille
devrait en effet aussi nous indiquer
une facon de conduire des calculs
avec ce nombre. C’est le cas pour
celui-ci, qui nous souffle : multipliez
2 par lui-méme un certain nombre de
fois, puis soustrayez 1. Méme notre
notation décimale classique présente
un mode de calcul du nombre écrit :
quand on écrit par exemple « 389 »,
cette écriture nous dit d’ajouter trois
centaines a huit dizaines et 2 neuf
unités pour obtenir le nombre en
question.
Les nombres de la forme précédente,
27 - 1, sont appelés nombres de Mer-
senne, du nom de Marin Mersenne,
un moine de l'ordre des Minimes qui
vivait au début du xvir© siecle.
Pour qu'un tel nombre, 2" - 1, ait une
chance d’étre premier, il faut que I'expo-
sant lui-méme soit premier et, de fait,
n=25964951
est premier.

Précisons ce que I'on entend lorsque
I'on affirme que le nombre premier
P = 225964951 _ ]
est « donné sous forme explicite ». Soit
O le plus petit nombre premier supé-
rieur a P, qui existe d’apres le théo-
reme d’FEuclide rappelé plus haut,
et qui est un nombre parfaitement
défini. Quelles sont les différences
qualitatives entre les manieres dont
nous sont présentés les premiers P et Q ?
Ce dernier n’est-il pas lui aussi « donné

de maniére explicite »?
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LES PREMIERS AU CRIBLE D’ERATOSTHENE

Appliquons la méthode d’Eratosthéne aux
160 premiers entiers :

- 1 n’est pas premier, on le grise et on le
supprime de la liste.

- 2 est premier, mais, de fait, aucun des
multiples de 2 ne l'est.

- On conserve donc 2 et on supprime
tous ses multiples.

- On procéde de méme pour 3, qui est
aussi premier.

Sil'on continue au dela de 160, on obtient
une figure qui peut paraitre compléte-
ment désordonnée au premier abord,
mais sur laquelle les mathématiciens
cherchent des éléments de régularité.

ERATOSTHENE, ASTRONOME,
MATHEMATICIEN ET GEOGRA-
PHE GREC, a laissé son nom a
sa méthode pour trouver les
nombres premiers. On lui doit
aussi la premiére mesure rela-
tivement exacte de la circonfé-
rence de la Terre.
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Le mathématicien Don Zagier témoigne
ainsi de la fascination qu’exercent sur
les mathématiciens 'élégance et la com-
plexité des nombres premiers : « Il y a
deux faits concernant la distribution des
nombres premiers qui, je 'espére, vous
convaincront avec une force telle qu’ils
resteront pour toujours gravés dans vo-
tre ceeur. Le premier, c’est que ce sont
des objets a U'intérét purement décora-
tif et qui sont de surcroit les plus arbi-
traires étudiés par les mathématiciens.
Ils poussent parmi les entiers naturels
comme des mauvaises herbes, parais-
sant n’obéir a aucune autre loi que celle
du hasard. Personne ne peut prévoir ol
se trouvera le suivant. Le deuxiéme fait
est encore plus étonnant, parce qu’il dit
exactement le contraire : les nombres
premiers font preuve d’une régularité
ahurissante, leur comportement répond
ades lois, et ils obéissent a ces lois avec
une précision quasi militaire. »

© WILLIAM CASSELMAN)
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CARL FRIEDRICH GAUSS fut le premier a démontrer qu’il n’existe qu’'une
seule maniére de factoriser un nombre en un produit de nombres premiers.
Egalement astronome, il appliqua notamment des techniques mathématiques
pour calculer des trajectoires planétaires. oaxc maces

Ce texte, traduit par
Philippe Brenier, est
extrait d'une conférence
donnée le 3 mai 2005 au
Massachusetts Institute
of Technology et qui fera
prochainement l'objet
d’un livre illustré par
William Stein, égale-
ment mathématicien a
Harvard.
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Voici une petite indication de la raison
pour laquelle je pense, moi au moins,
qu’il y a une sérieuse différence entre
les manieres dont P et Q sont donnés.
Sivous me le demandez, je peux répon-
dre a des quantités de questions précises
sur P, alors que j’en suis incapable pour
Q; par exemple, un calcul simple me
permet de voir que le dernier chiffre de
Iécriture décimale de P est 7, alors que
je suis bien prét a parier que personne
de mon vivant ne pourra jamais me
donner le dernier chiffre de Q.

Comment procéder maintenant pour
dresser une liste de tous les nombres

premiers dans une série de nombres
entiers ? Eratosthene, le grand mathé-
maticien de Cyréne (qui était aussi
bibliothécaire a Alexandrie et corres-
pondant d’Archimede), a expliqué
comment procéder pour trouver de
fagon systématique tous les nombres
premiers jusqu’a un nombre donné.
Voici comment il nous dirait de pro-
céder pour trouver tous les premiers
jusqu’a 29. D’abord, dresser la liste
des nombres jusqu’a 29 :
234567891011121314151617
1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
Maintenant, commencer par entourer
le 2 puis rayer tous les multiples de 2
plus grands que 2. Ensuite, revenir au
début de la suite et entourer le premier
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Il existe une quantité

de questions formulables

en termes simples

qui n'ont pas de réponse.

nombre qui n’est ni cerclé ni rayé (c’est
évidemment le 3), puis rayer tous les
multiples de 3 plus grands que 3.
On a compris le principe : revenir au
début de la suite, entourer le premier
nombre non cerclé ni rayé puis rayer
tous ses multiples. Répéter I'opération
jusqu’a ce que tous les
nombres de la suite
soient cerclés ou
rayés : les nombres
cerclés sont les nom-
bres premiers.
Si vous n’avez
aucune expérience
des mathémati-
ques, je vous con-
seille de suivre la
méthode d’Eratos-
theéne en entourant
et rayant les diffé-
rents nombres, pour
voir émerger les
nombres premiers,
curieusement dis-
séminés parmi tous
les nombres de la
séquence :
230507000 ]]e
13000]70]()000230000.2(),_”
(voir I'encadré p. 23)
Rien de bien difficile en somme. Pour-
tant, des questions tres simples sur les
écarts entre les éléments de la suite
infinie des nombres premiers aboutis-
sent tres vite a un blocage.
Par exemple : existe-t-il une infinité de
paires de premiers dont la différence
soit 27 La séquence précédente parait
riche en paires de ce type :

5-3=2

7-5=12
13-11=2
19-17=2

On sait qu’il ya 1 177 209 242 304
paires de ce type parmi les nombres

inférieurs a 1 000 000 000 000 000.

Mais la réponse a notre
question « en existe-t-il
une infinité? » n’est pas
connue.
Autres questions :
— Existe-t-il une infinité de
paires de premiers dont la
différence soit égale a 47
Réponse tout aussi inconnue.
~Tout nombre pair supérieur a 2 est-il
la somme de deux premiers?
Réponse : inconnue.
— Existe-t-il une infinité de nombres
premiers qui soient supérieurs de 1 a
un carré parfait (c’est-3-dire a un carré
d’un nombre entier)?
Réponse : inconnue.
— Existe-t-il une formule claire don-
nant le prochain premier? Plus préci-
sément, si je vous donne un nombre
N, par exemple N =1 000 000 et si
je vous demande de trouver le premier
nombre premier apres N, y a-t-il une
méthode permettant de répondre sans,
d’une maniere ou d’une autre, parcou-
rir toute la suite des nombres suivant
N, en rejetant successivement les non-
premiers jusqu’a découvrir le premier
premier?
Réponse : inconnue.
Les questions de ce type (il y en a des
quantités d’autres), formulables en ter-
mes simples, abondent. Tout le monde
pourrait se les poser et elles ont aussi été
posées par les mathématiciens.
La conjecture de Riemann et beaucoup
d’autres questions non résolues abor-
dées dans ce numéro sont des questions
d’une tonalité assez différente. Elles sont
soigneusement formulées a la lumiere
d’une connaissance approfondie des
mathématiques contemporaines, et
visent a expliquer des structures fonda-
mentales.
Il y a donc beaucoup a faire : élucider
Iarchitecture encore cachée des nom-
bres, et progresser dans la réponse aux
innombrables questions simples qui
viennent immédiatement a Iesprit
chaque fois qu’on a affaire aux nom-
bres. I y a plus de deux millénaires que
'on étudie les nombres, mais nous n’en
sommes encore qu'a I'aube de leur com-
préhension. m

B. M.



