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Le but de ce travail est de donner des conditions nécessaires et
su�santes pour l'existence et l'unicité de certains préduaux des espaces de
banach. On introduira la notion d'épluchabilité et on démontrera le résultat
de H.ROSENTHAL à propos des espaces de banach contenant l1(N) qu'on
aura besoin par la suite.
Commençons à présent par des notions de base :

1 Préliminaires

Soit X un espace de Banach.
M un sous-espace de X et N un sous-espace de X∗.
on pose :

M⊥ = {x∗ ∈ X∗/ < x∗, x >= 0 ∀x ∈M}
N⊥ = {x ∈ X/ < x∗, x >= 0 ∀x∗ ∈ N}

Proposition 1.1. M⊥ est un sous-espace σ(X∗,X)-fermé de X∗ et N⊥ est
un sous-espace fortement fermé de X.

démonstration . On véri�e sans di�culté que se sont des sous-espaces.
Soit (x∗n)n suite de M⊥ telle que x∗n −→ x∗ pour σ(X∗,X).
Si x ∈M,< x∗, x >= limn→∞ < x∗n, x >= 0
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donc < x∗, x >= 0 ∀x ∈ M ⇒ x∗ ∈ M⊥ et M⊥ est alors σ(X∗,X)-fermé
dans X∗.
Soit (xn)n suite de N⊥ telle que xn −→ x
∀x∗ ∈ N , 0 =< x∗, xn >−→< x∗, x > car x∗ continue
⇒< x∗, x >= 0 ∀x∗ ∈ N
⇒ x ∈ N⊥ et N⊥ est alors fermé.

Proposition 1.2.

1. (M⊥)⊥ est égal à l'adhérence de M dans X ( pour la topologie de la
norme )

2. (N⊥)⊥ est égal à l'adhérence σ(X∗,X) de N dans X∗

démonstration .

1. on a d'abord queM ⊆ (M⊥)⊥ car si x ∈M ⇒ ∀x ∈M⊥ , < x∗, x >= 0
⇒ x ∈ (M⊥)⊥

D'après la proposition 1.1, (M⊥)⊥ est fermé dans X doncM ⊆ (M⊥)⊥.

Si M $ (M⊥)⊥ alors ∃x0 ∈ (M⊥)⊥ t.q x0 /∈M
D'après le théorème de Hahn-Banach, ∃ξ ∈ X∗ t.q < ξ, x0 >= 1 et
M ⊆ kerξ
ξ ∈ M⊥ car ∀x ∈ M , < ξ, x >= 0. or x0 ∈ (M⊥)⊥ alors < ξ, x0 >= 0
contradiction
D'où M = (M⊥)⊥ c.q.f.d

2. De même on a N ⊂ (N⊥)⊥ car si x∗ ∈ N ⇒ ∀x ∈ N⊥, < x∗, x >= 0
⇒ x∗ ∈ (N⊥)⊥

D'après la proposition 1.1, (N⊥)⊥ est σ(X∗,X)-fermé donc N
σ(X∗,X) ⊆ (N⊥)⊥

Si N
σ(X∗,X) $ (N⊥)⊥ alors ∃x∗0 ∈ (N⊥)⊥ t.q x∗0 /∈ N

σ(X∗,X)

D'après le théorème de Hahn-Banach, ∃x ∈ X t.q < x∗0, x >= 1 et

N
σ(X∗,X) ⊆ ker x

x ∈ N⊥ car ∀x∗ ∈ N , < x∗, x >= 0 or x∗0 ∈ (N⊥)⊥ donc < x∗0, x >= 0
contradiction.
D'où N

σ(X∗,X)
= (N⊥)⊥ c.q.f.d
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Proposition 1.3. Soit M un sous-espace d'un espace de Banach X. on a
alors M∗ ≡ X∗/M⊥ et (X/M)∗ ≡ M⊥ où ≡ signi�era isométriquement
isomorphe.

démonstration .
� Si m∗ ∈M∗, soit x∗ un prolongement de m∗ à X tout entier.

on dé�nit ϕ :M∗ −→ X∗/M⊥

m∗ −→ x∗ +M⊥

ϕ est bien dé�nie : en e�et si x∗1 et x∗2 sont 2 prolongements de m∗

alors x∗1 − x∗2 = 0 sur M ⇒ x∗1 − x∗2 ∈M⊥

donc x∗1 +M⊥ = x∗2 +M⊥ et ϕ est bien dé�nie.

ϕ est évidemment linéaire car si x∗1 (resp x∗2) est un prolongement de
m∗1 (resp m∗2) alors x

∗
1 + x∗2 est un prolongement de m∗1 +m∗2 (de même

pour λm∗).

ϕ est surjective car si x∗ ∈ X∗ alors x∗/M∗ ∈M
∗ et ϕ(x∗/M∗ ) = x∗+M⊥

Si m∗ ∈M∗ et x∗ un prolongement de m∗ alors ‖m∗‖ ≤ ‖x∗‖
en passant à la borne inférieure des ‖x∗‖ on obtient ‖x∗ + M⊥‖ ainsi
‖m∗‖ ≤ ‖ϕ(m∗)‖ ≤ ‖x∗‖
on a < m∗, x > ≤ ‖m∗‖.‖x‖ alors d'après Hahn-Banach ∃x∗0 ∈ X∗ qui
prolonge m∗ à X tout entier et t.q < x∗0, x > ≤ ‖m∗‖.‖x‖ ∀x ∈ X alors
‖x∗0‖ ≤ ‖m∗‖
ainsi ‖x∗0‖ ≤ ‖m∗‖ ≤ ‖ϕ(m∗)‖ ≤ ‖x∗0‖ d'où ‖ϕ(m∗)‖ = ‖m∗‖ et ϕ est
isométrique. Ce qui montre que M∗ ≡ X∗/M⊥.

� soit π : X −→ X/M la surjection canonique. On pose Y=X/M.

on dé�nit τ : Y ∗ −→M⊥

y∗ −→ τy∗ = y∗ ◦ π

τ est bien dé�nie car si y∗ ∈ Y ∗, ∀x ∈ M < τy∗, x >=< y∗, πx >= 0
⇒ y∗ ◦ π ∈M⊥.
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τ est évidemment linéaire.

Soit x∗ ∈M⊥ : X
x∗ //

π
��

R

X/M
y∗

<<

M ⊆ kerx∗ alors d'après la propriété universelle du quotient,
∃y∗ : X/M −→ R linéaire t.q y∗ ◦ π = x∗

on a x ∈ kerx∗ ⇔ π(x) ∈ kery∗, ainsi kery∗ = π(kerx∗) fermé de
X/M car c'est l'image par π d'un fermé de X.
kery∗ fermé alors y∗ continue donc y∗ ∈ (X/M)∗ et τy∗ = x∗, d'où τ
est surjective.

en�n ‖τy∗‖ = ‖y∗ ◦ π‖ = sup{< y∗, π(x) > /x ∈ B1(X)}
= sup{< y∗, y > /y ∈ π(B1(X))}
= sup{< y∗, y > /y ∈ B1(X/M)}
= ‖y∗‖

Donc τ est isométrique. Ce qui montre que (X/M)∗ ≡M⊥.

2 Existence de préduaux d'espaces de Banach

On pose iE : E −→ E∗∗ l'injection de E dans son bidual.
On dira isométrie en voulant désigner une bijection linéaire isométrique.
On notera ≡ pour isométrie et ∼= pour isomorphisme.

Dé�nition 2.1. Soit E un espace de Banach. On dit qu'un espace de Banach
X est un prédual normique de E si le dual X∗ de X, muni de la norme duale
de celle de X, est isométrique à E.

Proposition 2.1. Soit E un espace de Banach . Alors :
∃Z ⊆ E∗ t.q E∗∗ = iE(E)⊕ Z⊥ ⇔ E est isomorphe à un dual (qui est Z∗).
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démonstration .

⇒) E∗∗ = iE(E)⊕ Z⊥
Z ⊆ E∗ alors d'après la proposition 1.3, Z∗ ≡ E∗∗/Z⊥

Or E ≡ iE(E) ∼= E∗∗/Z⊥ donc E est isomorphe à Z∗ .

⇐) Soit X un espace de Banach t.q E isomorphe à X∗ et soit E
ϕ−→ X ∗ cet

isomorphisme.

X∗∗
tϕ // E∗ on pose Z = tϕ ◦ iX(X), Z ⊆ E∗ et Z ∼= X

X

iX

OO

donc Z∗ ≡ E∗∗/Z⊥ et Z∗ ∼= X∗ ∼= E

ainsi E∗∗/Z⊥ ∼= E
Soit p : E ∗ ∗ −→ E ∗ ∗/Z⊥ la surjection canonique
et ψ : E∗∗/Z⊥ −→ E l'isomorphisme.
ψ ◦ p : E ∗ ∗ −→ E linéaire surjective et kerψ ◦ p = Z⊥

alors E∗∗ = E ⊕ Z⊥ avec Z ⊆ E∗ c.q.f.d

Proposition 2.2. Soit E un espace de Banach.
Soit TE = {F s.e.v de E∗∗/ F est σ(E∗∗, E∗)-fermé et iE(E)⊕ F = E∗∗}
On a l'équivalence :

1. Il existe un espace de Banach X t.q X∗ isomorphe à E.

2. TE 6= ∅

démonstration .

1⇒2) Soit X Banach t.q X∗ isomorphe à E.
D'après la proposition 2.1, on a E∗∗ = iE(E)⊕Z⊥ avec Z = tϕ◦ iX(X)
Z ⊆ E∗ ⇒ d'après la proposition 1.1, Z⊥ est un s.e.v σ(E∗∗, E∗)-fermé
de E∗∗

Donc Z⊥ ∈ TE et TE 6= ∅
2⇒1) TE 6= ∅ ⇒ ∃ F s.e.v σ(E∗∗, E∗)-fermé de E∗∗ t.q E∗∗ = iE(E)⊕ F

Soit G = F⊥ ⊆ E∗. D'après la proposition 1.2, (F⊥)⊥ = F
σ(E∗∗,E∗)

= F
car F est σ(E∗∗, E∗)-fermé. Donc E∗∗ = iE(E)⊕G⊥.
D'après la proposition 2.1, on a E ∼= G∗.
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Dé�nition 2.2. Soit X,Y deux espaces de Banach.
On appelle "distance de X à Y" le nombre
d(X, Y ) = inf{‖ϕ‖.‖ϕ−1‖/ ϕ isomorphisme entre X et Y}
Si les deux espaces ne sont pas isomorphes, la distance est ∞ .
Si E esp de Banach, on pose
PE = {X Banach/ ∃Y ⊆ E∗ t.q Y isomorphe à X} et d(E,D) = inf

X∈PE
d(E,X∗)

Proposition 2.3. E isomorphe à un dual ⇔ d(E,D) <∞ .

démonstration . ⇐) d(E,D) <∞⇒ ∃X ∈ PE t.q d(E,X∗) <∞ alors E
isomorphe à X∗.

⇒) Soit X t.q E isomorphe à X∗ et soit ϕ cet isomorphisme.
d(E,X∗) <∞ car E isomorphe à X∗.

X∗∗
tϕ // E∗ X ∼= tϕ ◦ iX(X) ⊂ E∗ ⇒ X ∈ PE

X

iX

OO

ainsi d(E,D) ≤ d(E,X∗) <∞.

Proposition 2.4. E esp de Banach . S ∈ TE,
soit α(S) = inf{1

ε
/ Bε(E

∗) ⊆ S⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

}
On a alors d(E,D) = inf{α(S)/S ∈ TE}

démonstration . on pose k = d(E,D)
� Montrons d'abord que d(E,D) ≤ inf{α(S)/S ∈ TE}

Soit S ∈ TE, d'après la proposition 2.2 on a E isomorphe à (S⊥)∗

et S⊥ ∈ PE.

ϕ :E∗∗ −→ (S⊥)∗ induit un isomorphisme ψ entre E∗∗/(S⊥)∗ = E∗∗/S ∼= E

ξ −→ ξ/S⊥

ψ :E −→ (S⊥)∗ on a clairement que ‖ψ‖ = 1

x −→ x/S⊥

Soit ε > 0 t.q Bε(E
∗) ⊆ S⊥ ∩B1(E∗)

σ(E∗,E)

Soit ξ ∈ (S⊥)∗ t.q ‖ξ‖ ≤ 1 et soit x ∈ E t.q x/S⊥ = ξ
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D'après le théorème de Hahn-Banach : ‖x‖ = sup
η∈B1(E∗)

< η, x >

alors ‖x‖ ≤ sup
η∈ 1

ε
S⊥∩B1(E∗)

σ(E∗,E)

< η, x >

or si η ∈ S⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

alors η est σ(E∗, E)-limite de 1
ε
ηl avec

ηl ∈ S⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

< η, x > =
1

ε
lim
l
< ηl, x >

=
1

ε
lim
l
< ξ, ηl > car ηl ∈ S⊥ et x/S⊥ = ξ

≤ 1

ε
‖ξ‖ car ‖ηl‖ ≤ 1

≤ 1

ε

Alors ‖x‖ ≤ 1
ε
et donc ‖ψ−1‖ ≤ 1

ε

Parsuite ‖ψ−1‖ ≤ inf{1
ε
/ Bε(E

∗) ⊆ S⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

} = α(S)

Or S⊥ ⊆ E∗ donc S⊥ ∈ PE
ainsi d(E,D) ≤ d(E, (S⊥)∗) ≤ ‖ψ‖.‖ψ−1‖ ≤ α(S)
D'où k = d(E,D) ≤ inf{α(S)/S ∈ TE} .

� Montrons maintenant que inf{α(S)/S ∈ TE} ≤ d(E,D)
Soit ε > 0,
k = d(E,D) = inf

X∈PE
d(E,X∗)⇒ ∃X ∈ PE/d(E,X∗) < k + ε <∞

E est isomorphe à X∗.
Soit E

ϕ−→ X * l'isomorphisme t.q ‖ϕ‖.‖ϕ−1‖ < k + ε
On peut supposer que ‖ϕ‖ = 1 ainsi ‖ϕ−1‖ < k + ε

On pose X0 = tϕ ◦ iX(X), d'après la proposition 2.2, X0
⊥ ∈ TE

∀x ∈ E, ‖x‖ = ‖ϕ−1 ◦ ϕ(x)‖ ≤ ‖ϕ−1‖.‖ϕ(x)‖ < (k + ε)‖ϕ(x)‖
⇒ ‖ϕ(x)‖

‖x‖ > 1
k+ε

∀x ∈ E (A).

Supposons qu' ∃y∗0 ∈ E∗ t.q ‖y∗0‖ < 1
k+ε

mais y∗0 /∈ X0 ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

D'après Hahn-Banach,
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∃x0 ∈ E t.q < y∗0, x0 >= 1 mais < y∗, x0 > < 1 ∀y∗ ∈ X0 ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

< y∗0, x0 >= 1⇒ 1 ≤ ‖y∗0‖.‖x0‖ ⇒ ‖x0‖ > k + ε
et ‖ϕ(x0)‖ = sup

‖x‖=1

< ϕ(x0), x >= sup
‖x‖=1

< tϕ ◦ iX(X), x0 > < 1

car tϕ ◦ iX(x) ∈ X0 ∩B1(E∗)

⇒ ‖ϕ(x0)‖
‖x0‖ < 1

k+ε
Contradiction avec (A).

ainsi ∀y∗0 ∈ E∗ t.q ‖y∗0‖ < 1
k+ε

on a y∗0 ∈ X0 ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

⇒ B 1
k+ε

(E∗) ⊆ X⊥0 ⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

⇒ α(X⊥0 ) ≤ k + ε avec X⊥0 ∈ TE et ∀ε > 0
⇒ inf{α(S)/S ∈ TE} ≤ k = d(E,D) c.q.f.d

Proposition 2.5. Si E est isométrique à un dual X∗, on a alors d(E,D) = 1
et α(X⊥0 ) = 1 avec X0 = tϕ ◦ iX(X) et ϕ est l'isométrie entre E et X∗.

démonstration . On a toujours α(S) ≥ 1 car si Bε(E
∗) ⊆ S⊥ ∩B1(E∗)

σ(E∗,E)

alors ε ≤ 1
or d(E,D) = inf{α(S)/S ∈ TE} ⇒ d(E,D) ≥ 1 .
E isométrique à X∗ et ϕ cette isométrie : ‖ϕ‖ = ‖ϕ−1‖ = 1
d(E,X∗) = inf{‖ϕ‖.‖ϕ−1‖/ϕ isomorphisme entre E et X∗} ≤ ‖ϕ‖.‖ϕ−1‖
⇒ d(E,X∗) ≤ 1 donc d(E,D) ≤ 1 d'où d(E,D) = 1
D'après la proposition 2.4, on a α(X⊥0 ) ≤ k = d(E,D) = 1 et α(X⊥0 ) ≥ 1
Alors α(X⊥0 ) = 1

Dé�nition 2.3. Soit E espace de Banach.

� On dit que y0 ∈ B1(E∗) est faiblement fortement exposé dans B1(E∗)
si :
∃x0 ∈ E t.q < y0, x0 >= 1 et
diam{y ∈ B1(E∗)/ < y, x0 >> 1− η} −→

n→+∞
0

� On dit que x0 ∈ B1(E) est fortement exposé dans B1(E) si :
∃y0 ∈ E∗ t.q < y0, x0 >= 1 et
diam{x ∈ B1(E)/ < y0, x >> 1− η} −→

n→+∞
0
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� On dit que E∗ a la propriété de Radon-Nicodym si B1(E∗) est l'en-
veloppe convexe σ(E∗, E)-fermée de ses points faiblements fortement
exposés.

� On dit que E a la propriété de Radon-Nicodym si B1(E) est l'enveloppe
convexe fermée de ses points fortement exposés.

Lemme 2.1. Si x∗ est faiblement fortement exposé dans B1(E∗) alors
Id : (B1(E∗), σ(E∗, E)) −→ (B1(E∗), ‖.‖) est continue en x∗.

démonstration . x∗ est faiblement fortement exposé alors
∃x ∈ E / ∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q
< x∗, x >= 1 et diam{y∗ ∈ B1(E∗)/ < y∗, x >> 1− δ} ≤ ε

2
.

Ainsi ∀ε > 0, B(x∗, ε) contient {y∗ ∈ B1(E∗)/ < y∗, x > > 1 − δ} qui
est un σ(E∗, E)-voisinage de x∗

D'où la continuité de Id : (B1(E∗), σ(E∗, E)) −→ (B1(E∗), ‖.‖) en x∗.

Lemme 2.2. Soit E un espace de Banach t.q E∗ ait la propriété de Radon-
Nicodym.
Soit RE = {f ∈ E∗∗/ kerf ∩B1(E∗) est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗)}
Alors RE est un sous-espace σ(E∗∗, E∗)-fermé de E∗∗.

démonstration . On va montrer d'abord que :
(A) f ∈ RE ⇔ ∀y faiblement fortement exposé dans B1(E∗), f(y) = 0.

Une fois (A) démontré on a :
Si f, g ∈ RE alors ∀y faiblement fortement exposé dans B1(E∗),
f(y) = g(y) = 0
alors (λf + µg)(y) = 0 donc λf + µg ∈ RE et RE est un s.e.v de E∗∗.

Si (fl)l suite de RE t.q fl
σ(E∗∗,E∗)−→ f

∀l, fl ∈ RE ⇒ ∀l et ∀y faiblement fortement exposé, < fl, y >= 0
⇒ ∀y faiblement fortement exposé, < f, y >= lim < fl, y >= 0 donc
f ∈ RE.
Parsuite RE est σ(E∗∗, E∗)-fermé dans E∗∗.

Montrons à présent (A) :
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⇒) Soit f ∈ RE et x∗ ∈ B1(E∗) faiblement fortement exposé.

f ∈ RE ⇒ ∃(x∗l )l dans kerf ∩B1(E∗) t.q x∗l
σ(E∗,E)−→ x∗

D'après le lemme 2.1, Id : (B1(E∗), σ(E∗, E)) −→ (B1(E∗), ‖.‖) est
continue en x∗

alors x∗l
fortement−→ x∗

or kerf ∩B1(E∗) est fortement fermé ⇒ x∗ ∈ kerf ⇒ f(x∗) = 0.

⇐) On a ∀y faiblement fortement exposé dans B1(E∗), f(y) = 0
donc kerf contient tous les points faiblement fortement exposés de
B1(E∗).

kerf ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

est convexe (car kerf ∩B1(E∗) l'est) et
σ(E∗, E)-fermé et contient les points faiblement fortement exposés de
B1(E∗).

or E∗ a la propriété de R.N donc B1(E∗) est l'enveloppe convexe
σ(E∗, E)-fermée de ses points faiblement fortement exposés

donc B1(E∗) ⊆ kerf ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

ainsi kerf ∩B1(E∗) est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗) alors f ∈ RE.

Lemme 2.3. Soit E un espace de Banach. On a :

1. iE(E) ∩B1(E∗∗) = iE(B1(E)) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗).

2. Si F un espace de Banach t.q E∗
I−→ F ∗ soit une isométrie alors

tI◦iF (F )∩B1(E∗∗) = tI◦iF (B1(F )) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)

démonstration . On a évidemment iE(E) ∩ B1(E∗∗) = iE(B1(E)) (resp.
tI ◦ iF (F )∩B1(E∗∗) = tI ◦ iF (B1(F ))) car iE (resp. tI ◦ iF ) est une isométrie.

1. Supposons qu'∃ξ ∈ B1(E∗∗) t.q ξ /∈ iE(E) ∩B1(E∗∗)
σ(E∗∗,E∗)

.
D'après Hahn-Banach,

∃y∗0 ∈ E∗ t.q < ξ, y∗0 >= 1 et < η, y∗0 >= 0 ∀η ∈ iE(E) ∩B1(E∗∗)
σ(E∗∗,E∗)

∀x ∈ B1(E), iE(x) ∈ iE(E) ∩B1(E∗∗) donc < y∗0, x >= 0

Parsuite ∀x ∈ E, < y∗0, x >= 0
donc y∗0 = 0 impossible car < ξ, y∗0 >= 1.
D'où iE(E) ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗).

2. Soit ξ ∈ B1(E∗∗) alors ∃η ∈ B1(F ∗∗)/ ξ = tI(η)
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η ∈ B1(F ∗∗) alors d'après 1),

∃(ηl)l dans iF (F ) ∩B1(F ∗∗) t.q ηl
σ(F ∗∗,F ∗)−→ η

(tI ◦ ηl)l est dans tI ◦ iF (F ) ∩B1(E∗∗)
et y ∈ E∗, I(y) ∈ F ∗ alors < ηl, I(y) >−→< η, I(y) >

⇒< tI ◦ ηl, y >−→< ξ, y > ∀y ∈ E∗, donc tI ◦ ηl
σ(E∗∗,E∗)−→ ξ.

D'où tI ◦ iF (F ) ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗).

Théorème 2.1. Soit E un espace de Banach t.q E∗ ait la propriété de Radon-
Nicodym.
On a l'équivalence :

1. E isométrique au dual d'un espace de Banach.

2. E∗∗ = iE(E)⊕RE.

démonstration .

1⇒2) Soit X un espace de Banach t.q E isométrique à X∗.
Soit ϕ : E −→ X∗ cette isométrie.
D'après la proposition 2.2,
on a E∗∗ = iE(E)⊕X⊥0 avec X0 = tϕ ◦ iX(X).
� On a RE ∩ iE(E) = {0}.

en e�et : soit x ∈ E t.q iE(x) ∈ RE

alors keriE(x) ∩B1(E∗) est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗)
c.à.d {y∗ ∈ B1(E∗)/ < y∗, x >= 0} est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗)
donc ∀y∗ ∈ B1(E∗), < y∗, x >= 0 alors ‖x‖ = 0 et x = 0.

� On a X⊥0 ⊆ RE.

en e�et : si f ∈ X⊥0 alors X0 ⊆ kerf
Or X0 ∩B1(E∗) = tϕ ◦ iX(B1(X)) alors d'après le lemme 2.3,
X0 ∩B1(E∗) est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗).
Comme X0 ∩B1(E∗) ⊆ kerf ∩B1(E∗)
alors kerf ∩B1(E∗) est σ(E∗, E)-dense dans B1(E∗).
ainsi f ∈ RE et X⊥0 ⊆ RE.

D'après le lemme 2.2, RE est un espace vectoriel et comme en plus
RE ∩ iE(E) = {0} et X⊥0 ⊆ RE, alors E∗∗ = iE(E)⊕RE.
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2⇒1) D'après le lemme 2.2, RE est un s.e.v σ(E∗∗, E∗)-fermé
et comme E∗∗ = iE(E)⊕RE donc RE ∈ TE.

D'après la prposition 2.2, E est isomorphe à (RE)∗⊥.
Or (RE)⊥ = {y ∈ E∗/ < f, y >= 0 ∀f ∈ RE}
ainsi (RE)⊥ ∩ B1(E∗) contient les points faiblement fortement exposés
de B1(E∗).

Comme E∗ a la propriété de Radon-Nicodym, alors B1(E∗) = (RE)⊥ ∩B1(E∗)
σ(E∗,E)

donc α(RE) = 1 et d'après la proposition 2.4, d(E, (RE)∗⊥) = 1.
Parsuite E est isométrique à (RE)∗⊥.

3 Caractérisation de H.ROSENTHAL des es-
paces de Banach contenant l1(N)

Le but de cette partie est de donner une caractérisation des espaces
de Banach contenant l1(N) qu'on utilisera dans la partie concernant l'unicité
des préduaux. Nous allons énoncer un théorème très important de Baire en
donnant une idée de la preuve, puis procéder par une série de lemmes pour
aboutir au théorème principal à la �n de cette partie.

Lemme 3.1. Soit X espace de Baire et soit Fj une suite de fermés qui

recouvrent X. Alors ∪
j

◦
Fj est un ouvert dense.

démonstration . On pose O = ∪
j

◦
Fj

F = {O est un fermé, il s'agit de montrer qu'il est d'intérieur vide.
On a F = ∪

i
F ∩ Fi car les Fi recouvrent X.

F ∩ Fi fermé et
◦

F̂ ∩ Fi = ∅

car F ∩ Fi ⊆ {
◦
Fi ∩ Fi donc

◦

F̂ ∩ Fi ⊆ {
◦
Fi ∩

◦
Fi = ∅

les (F ∩Fi)i sont des fermés d'intérieur vide et X de baire donc F = ∪
i
F ∩Fi

est d'intérieur vide. c.q.f.d
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Dé�nition 3.1. Soit X un espace métrique et f une fonction réelle sur X.
On dit que f est de première classe de Baire si f est limite simple d'une suite
de fonctions réelles continues sur X.

Théorème 3.1. (Théorème de Caractérisation de Baire)
K espace métrique compact et f fonction réelle sur K. On a l'équivalence :

1. f est de première classe de baire sur K.

2. Pour tout fermé M de K, f/M a au moins un point de continuité.

démonstration .

1⇒2) Soit (fl)l suite de fonctions réelles continues sur K qui converge sim-
plement vers f .
Pour n, q ∈ N, on pose F q

n = {x ∈ K/ |fl(x)− fm(x)| ≤ 1
q
∀l,m ≥ n}

(fl)l converge simplement vers f donc ∀q, on a K = ∪
n≥0

F q
n

les F q
n sont fermés car les fl continues.

K métrique compact donc de Baire, donc d'après le lemme 3.1

Oq = ∪
n≥0

◦
F q
n est un ouvert dense dans K.

(Oq)q suite d'ouverts denses et K de Baire donc ∩
q
Oq est dense dans K.

Montrons alors que tout point de ∩
q
Oq est un point de continuité de f .

Soit x ∈ ∩
q
Oq. Soit ε > 0 et q t.q 1

q
< ε

3

x ∈ Oq ⇒ ∃n t.q x ∈
◦
F q
n

ainsi ∃U1 ∈ vx t.q U1 ⊆ F q
n

∀y ∈ U1, |fm(y)− fl(y)| ≤ 1
q
∀m, l ≥ n

l→∞⇒ |fm(y)− f(y)| ≤ 1
q
< ε

3

Soit m > n �xé, fm étant continue en x alors
∃U2 ∈ vx t.q ∀y ∈ U2, |fm(y)− fm(x)| < ε

3

Soit U = U1 ∩ U2 ∈ vx
∀y ∈ U , |f(x)−f(y)| ≤ |f(x)−fm(x)|+|fm(x)−fm(y)|+|fm(y)−f(y)|
⇒ |f(x)− f(y)| < ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε

ainsi f est continue en x. c.q.f.d
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La démonstration reste la même si on remplace K par M fermé dans
K car M serait aussi compact.
En�n remarquons qu'on a ainsi montré que si f est de première classe
de Baire alors l'ensemble des points de continuité de f est un Gδ-dense.

2⇒1) Je vais me contenter de donner une idée de la preuve.
K étant fermé alors ∃x0 ∈ K point de continuité de f .
Soit ε > 0,
il existe donc U1 ouvert de K t.q ∀x, y ∈ U1, |f(x)− f(y)| < ε
F1 = K − U1 est un fermé, donc de même d'après l'hypothèse
∃U2 ouvert de K t.q ∀x, y ∈ U2 ∩ F1, |f(x)− f(y)| < ε
F2 = F1 − U2 est fermé ainsi
∃U3 ouvert t.q ∀x, y ∈ U3 ∩ F2, |f(x)− f(y)| < ε

ainsi de suite, on a donc construit des fermés emboités t.q la varia-
tion de f sur Fi − Fi+1 est inférieure à ε.
On a donc une fonction escalier fε constante sur Fi − Fi+1 et t.q
‖f − fε‖ < ε
On montre alors que fε est limite d'une suite de fonctions continues et
puis que c'est aussi le cas de f .

Dé�nition 3.2. Soit X espace de Banach.
On dit qu'un élément de X∗∗ est de première classe de Baire s'il est limite
σ(E∗∗, E∗) d'éléments de X.
L'ensemble des éléments de première classe de Baire sera noté Γ1(X).

Lemme 3.2. Soit B espace de Banach. X sous-espace de B et G ∈ X∗∗ un
élément de première classe de Baire de B∗∗.
Alors G est de première classe de Baire de X∗∗.

démonstration . G est de première classe de Baire de B∗∗ alors

∃bn
σ(B∗∗,B∗)−→ G avec bn ∈ B. On suppose ‖G‖ = 1.

Montrons que ∀N , d(B1(X), conv{bN , ...}) = 0 (1).
où conv{bN , bN+1, ...} est l'enveloppe convexe fermée de {bN , ...}.

Une fois (1) démontré on a :
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∃(xn)n dans B1(X) et (an)n avec an ∈ conv{bn, ...} t.q ‖xn − an‖ −→ 0

or an
σ(B∗∗,B∗)−→ G car an est combinaison convexe des bN .

donc xn
σ(B∗∗,B∗)−→ G avec xn dans X.

ainsi G est de première classe de Baire de X∗∗.

Montrons (1)
supposons qu'∃N/ d(B1(X), conv{bN , ...}) > 0
Comme B1(X) et conv{bN , ...} sont convexes alors
d'après Hahn-Banach forme géométrique
∃ξ ∈ B∗ t.q sup

x∈B1(X)

ξ(x) < inf
i≥N

ξ(bi)

|G(ξ)| ≤ sup
‖H‖≤1,H∈X∗∗

|H(ξ)| ≤ sup
x∈B1(X)

|ξ(x)| car B1(X) est σ(X∗∗, X∗)-dense

dans B1(X∗∗)
donc |G(ξ)| < inf

i≥N
ξ(bi) ≤ lim

i
ξ(bi) = G(ξ) contradiction.

Lemme 3.3. X espace de Banach. K la boule unité fermée de X∗ avec la
topologie σ(X∗, X). Soit f ∈ X∗∗
Si f/K est une fonction de première classe de Baire sur K, on a alors f est
un élément de première classe de Baire de X∗∗.

démonstration . Soit f ∈ X∗∗ t.q f/K soit de première classe de Baire sur
K.
Il su�t de montrer que f ∈ Γ1(X) pour X = C(Ω) avec Ω compact.
en e�et : on pourrait prendre Ω = K

et T :X −→ C(Ω)

x −→ x/Ω où < x/Ω, ξ >=< ξ, x >

Comme ‖x/Ω‖ = sup
ξ∈Ω=K

< ξ, x >= ‖x‖ alors T est une isométrie.

Notons E la boule unité de C(Ω)∗

et T ∗ : C(Ω)∗ −→ X∗ la transposée de T.
T ∗ envoie donc E dans K, et on a T ∗∗f = f ◦ T ∗
Comme f est une fonction de première classe de Baire sur K et T ∗ isométrie
qui envoie E sur K , alors f ◦T ∗ est une fonction de première classe de Baire
sur E.
une fois on montre le lemme pour C(Ω), on aurait T ∗∗f ∈ Γ1(C(Ω))
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Or T ∗∗f ∈ (TX)∗∗ donc d'après le lemme 3.2, T ∗∗f ∈ Γ1(TX) et parsuite
f ∈ Γ1(X) puisque X et TX sont isométriques.

Travaillons alors avec X = C(Ω) où Ω = K espace compact.
K étant la boule unité de X∗.
On identi�e X∗ avec M(Ω) à l'aide de

ψ :M(Ω) −→ X∗

µ −→ ψ(µ)

où ψ(µ)(g) =
∫
gdµ pour tout g ∈ X, et M(Ω) est l'espace des mesures si-

gnées sur Ω.

pour µ ∈M(Ω), on note
supp µ = {x ∈ Ω/ |µ|(U) > 0 pour tt ouvert U voisinage de x}
et pour S fermé dans Ω, on note P(S) l'ensemble de toutes les probabilités
µ ∈M(Ω) t.q supp µ ⊆ S.

P (S) ⊆ K car si µ ∈ P (S) alors ‖µ‖ = |µ|(Ω) = 1⇒ µ ∈ K.

P(S) est σ(X∗, X)-fermé dans K car si (µn)n dans P(S) converge σ(X∗, X)
vers µ.
alors 1 = µn(Ω) −→ µ(Ω)⇒ µ(Ω) = 1 donc µ probabilité.
comme supp µ ⊆ ∪

n
supp µn ⊆ S alors µ ∈ P (S) et P(S) est donc

σ(X∗, X)-fermé dans K.

On note Pat(S) l'ensemble des mesures atomiques dans P(S) et
Pµ l'ensemble des probabilités de P(S) qui sont absolument continues par rap-
port à µ.
On a Pat(S) et Pµ sont σ(X∗, X)-denses dans P(S).

Soit g ∈ X∗∗ dé�ni par g(µ) =
∫

Ω
f(ω)dµ(ω) pour tt µ ∈M(Ω).

g ∈ Γ1(X) car f/Ω est une fonction de première classe de Baire sur Ω.
Soit h = f − g, h/Ω est donc une fonction de première classe de Baire sur Ω.

Montrons que h = 0
On a h(µ) = 0 ∀µ ∈ Pat(Ω) (1)
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Si h 6= 0, alors ∃ν ∈ P (Ω) t.q h(ν) 6= 0
On peut supposer que h(ν) > 0 sinon on multiplie h par -1.
On note Z = {λ ∈ M(Ω)/ λ << ν} l'ensemble des mesures absolument
continues par rapport à ν
Par le théorème de Riesz,
∃φ fonction mesurable bornée t.q h(λ) =

∫
φdλ ∀λ ∈ Z (2)

en particulier, h(ν) =
∫
φdν > 0 donc

∫
φ+dν > 0 où φ+ est la partie

positive de φ.
Soit c > 0 t.q ν(E) > 0 où E = {ω ∈ Ω/ φ(ω) ≥ c}
Si λ ∈ P (Ω) est t.q λ({E) = 0
alors

∫
φdλ =

∫
E
φdλ ≥ c. (3)

Soit alors µ ∈ P (Ω) dé�nie par µ(B) = ν(B∩E)
ν(E)

pour tout ensemble mesu-
rable B.
On a évidemment µ << ν et µ({E) = 0
ainsi Pµ ⊆ Z et ∀λ ∈ Pµ, λ({E) = 0 car µ({E) = 0
Donc d'après (2) et (3), on a
h(λ) ≥ c ∀λ ∈ Pµ (4)

Soit alors S = supp µ. Donc h ≥ c sur Pµ(S) qui est un ensemble dense
de P(S), et h = 0 sur Pat(S) qui est un ensemble dense de P(S).
Ainsi h/P (S) n'a pas de points de continuité dans P(S) qui est σ(X∗, X)-fermé
dans Ω.
Or h/Ω est de première classe de Baire sur Ω, ce qui est contradictoire d'après
le théorème 3.1.
Donc h = 0 parsuite f = g ∈ Γ1(X). c.q.f.d

Lemme 3.4. Soit K espace compact et f fonction réelle bornée sur K n'ayant
aucun point de continuité. Alors ∃L fermé de K et r, δ ∈ R avec δ > 0 t.q
(0) pour tt ouvert non vide U de L, ∃y, z ∈ U t.q f(y) > r + δ et f(z) < r.

démonstration . ∀n ∈ N∗, on pose
An = {x ∈ K/ ∀U ∈ vx, ∃y, z ∈ U t.q f(y)− f(z) > 1

n
}

f n'a aucun point de continuité sur K donc
∀x ∈ K, ∃n ∈ N∗ t.q ∀U ∈ vx, ∃y, z ∈ U/ f(y)− f(z) > 1

n

ainsi K = ∪
n
An.
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An est fermé car si x ∈ {An alors
∃U ∈ vx ouvert t.q ∀y, z ∈ U , f(y)− f(z) ≤ 1

n
ainsi U ⊆ {An

donc {An est ouvert.

K étant compact, il est de Baire alors ∃n0/
◦
An0 6= ∅

On pose U0 =
◦
An0 et K0 = U0 et δ = 1

n0

Q = (rn)n≥1, on pose
Bn = {x ∈ K0/ ∀U ∈ vx, ∃y, z ∈ U ∩K0 t.q f(z) < rn et f(y) > rn + δ}
les Bn sont fermés (comme pour les An).

K0 = ∪
n
Bn car si x ∈ K0 = U0

alors ∀U ∈ vx ouvert, U ∩ U0 6= ∅ ainsi U ∩ U0 ∈ vx
or x ∈ K0 ⊆ An0 donc ∃y, z ∈ U ∩ U0 t.q f(y)− f(z) > δ
⇒ ∃n/ f(z) < rn < f(y)− δ ainsi f(z) < rn et f(y) > rn + δ
donc x ∈ Bn

De même K0 étant compact (fermé dans un compact), il est de Baire

donc ∃n1/
◦
Bn1 6= ∅

On pose V =
◦
Bn1 et L = V et r = rn1

et donc on a trouvé L,r et δ t.q (0) soit véri�ée.

Dé�nition 3.3. On dira qu'une suite (An, Bn)n de paires d'ensembles est
indépendante si
∀n, An ∩Bn = ∅ et pour tt F1, F2 ⊆ N �nis disjoints on a
( ∩
n∈F1

An) ∩ ( ∩
n∈F2

Bn) 6= ∅

Lemme 3.5. Soit f, L, r et δ satisfaisant le lemme 3.4.
Soit G un sous-ensemble borné de C(L) et supposons que f appartient à
l'adhérence de G pour la topologie de la convergence simple.
Alors il existe une suite (gn)n de G t.q si
An = {x ∈ L/ gn(x) > r + δ} et Bn = {x ∈ L/ gn(x) < r}
alors (An, Bn)n est indépendante.

démonstration . Soit y1, y2 ∈ L t.q f(y1) > r + δ et f(y2) < r (ça existe
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d'après le lemme 3.4)

Comme f est dans l'adhérence de G (pr la convergence simple)
alors ∃g1 ∈ G t.q g1(y1) > r + δ et g1(y2) < r

Supposons g1, ..., gn−1 construits de telle sorte que
n−1
∩
i=1
εiAi 6= ∅

où εi = ±1 et 1.Ai = Ai et −1.Ai = Bi

les Ai et Bi sont ouverts car gi continues (car gi ∈ G) donc
n−1
∩
i=1
εiAi ou-

vert de L, donc d'après le lemme 3.4

∃yε1, yε2 ∈
n−1
∩
i=1
εiAi t.q f(yε1) > r + δ et f(yε2) < r ( ε = (ε1, ..., εn−1) )

donc ∃gn ∈ G/ gn(yε1) > r + δ et gn(yε2) < r d'où
n
∩
i=1
εiAi 6= ∅

La suite (gn)n ainsi construite répond donc à la question.

Dé�nition 3.4. On dit q'une suite bornée (fn)n d'éléments d'un espace de
Banach est équivalente à la base usuelle de l1(N) si

∃δ > 0 t.q pour tout n et tous c1, ...cn scalaires on a δ
n∑
i=1

|ci| ≤ ‖
n∑
i=1

cifi‖.

Proposition 3.1. Soit X espace de Banach. Supposons qu'il existe (fn)n
dans X équivalente à la base usuelle de l1(N).
Alors il existe un sous-espace de X isomorphe à l1(N).

démonstration . Soit δ > 0 t.q pour tout n et tous c1, ...cn scalaires on a

δ
n∑
i=1

|ci| ≤ ‖
n∑
i=1

cifi‖.

Soit M l'espace vectoriel fermé engendré par les fn.

Soit ϕ : l1(N) −→M

(c1, ..., cn, ..) −→
∑
i

cifi

ϕ est évidemment linéaire et bijective.

19



ϕ est continue car ‖
∑
i

cifi‖ ≤ q
∑
i

|ci| où q = sup fi

ϕ−1 est continue car ∀n,
n∑
i=1

|ci| ≤ 1
δ
‖

n∑
i=1

cifi‖ donc ‖ϕ−1(x)‖ ≤ 1
δ
‖x‖.

Donc ϕ est un isomorphisme.

Lemme 3.6. Soit (gn)n∈M suite bornée de fonctions réelles sur un ensemble
L, δ et r des réels avec δ > 0. On suppose que (An, Bn)n∈M est indépendante.
où An = {x ∈ L/ gn(x) > δ + r} et Bn = {x ∈ L/ gn(x) < r}.
Alors (gn)n∈M est équivalente à la base usuelle de l1(N).

démonstration . On peut supposer δ + r > 0 sinon on multiplie gn par -1.

Considérons une suite de scalaires (ci)i∈M où seulement un nombre �ni des
ci est non nul et

∑
i

|ci| = 1.

Il su�t de montrer qu'il existe s ∈ L t.q |
∑
i

cigi(s)| ≥ δ
2

(1)

On aurait ‖
∑
i

cigi‖ ≥ δ
2
, et si c′1, ..., c

′
n sont des scalaires quelconques alors

en posant ci =
c′i∑
i
|c′i|

et en appliquant (1) on a ‖
n∑
i=1

c′ifi‖ ≥ δ
2

n∑
i=1

|c′i|.

alors (gn)n∈M serait équivalente à la base usuelle de l1(N).

Soit G = {i ∈M/ ci > 0} et B = {i ∈M/ ci < 0}.

G et B sont �nis puisqu'un nombre �ni des ci est non nul. G ∩B = ∅.
Comme (An, Bn)n∈M est indépendante alors
( ∩
i∈G
Ai) ∩ ( ∩

i∈B
Bi) 6= ∅ et ( ∩

i∈B
Ai) ∩ ( ∩

i∈G
Bi) 6= ∅

Soit alors x ∈ ( ∩
i∈G
Ai) ∩ ( ∩

i∈B
Bi) et y ∈ ( ∩

i∈B
Ai) ∩ ( ∩

i∈G
Bi) 6= ∅

On a
∑
i∈B

cigi(x) =
∑
i∈B
−|ci|gi(x) car si i ∈ B, ci < 0

Or x ∈ ∩
i∈B

Bi donc gi(x) < r

D'où ∑
i∈B

cigi(x) > −r
∑
i∈B

|ci|
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De même
∑
i∈G

cigi(y) =
∑
i∈G
|ci|gi(y) car si i ∈ G, ci > 0

Or x ∈ ∩
i∈G
Bi donc gi(y) < r

D'où
−

∑
i∈G

cigi(y) > −r
∑
i∈G

|ci|

De la même manière on a :∑
i∈G

cigi(x) > (δ + r)
∑
i∈G

|ci|

et
−

∑
i∈B

cigi(y) > (δ + r)
∑
i∈B

|ci|

ainsi∑
i∈M

cigi(x) =
∑
i∈G

cigi(x) +
∑
i∈B

cigi(x) ≥
∑
i∈G

|ci|(δ + r) +
∑
i∈B

|ci|(−r)

et
−

∑
i∈M

cigi(y) ≥
∑
i∈B

|ci|(δ + r) +
∑
i∈G

|ci|(−r)

donc

|
∑
i∈M

cigi(x)|+ |
∑
i∈M

cigi(y)| ≥
∑
i∈M

cigi(x)−
∑
i∈M

cigi(y) ≥ δ
∑
i∈M

|ci| = δ

ainsi ou bien |
∑
i∈M

cigi(x)| ≥ δ
2
ou |

∑
i∈M

cigi(y)| ≥ δ
2

D'où (1) est véri�ée.

Théorème 3.2. Soit B un espace de Banach séparable.
Supposons qu'il existe G dans B∗∗ t.q il n'existe aucune suite (bn)n de B qui
converge vers G pour σ(B∗∗, B∗). (G /∈ Γ1(B))
Alors B contient un sous-espace isomorphe à l1(N)
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démonstration . On note K la boule unité de B∗ avec la topologie σ(B∗, B).
G /∈ Γ1(B) alors d'après le lemme 3.3, G/K n'est pas une fonction de pre-
mière classe de Baire sur K.

D'après le théorème 3.1, ∃M fermé dans K t.q G/M n'a aucun point de conti-
nuité.

D'après le lemme 3.4, ∃L fermé dans M et des réels r, δ avec δ > 0, t.q
(0) du lemme 3.4 soit véri�ée.
On suppose ‖G‖ = 1.
on pose = = {g ∈ C(L)/ ∃b ∈ B t.q ‖b‖ ≤ 1 et g(x) = x(b) ∀x ∈ L}
D'après le lemme 2.3, G/L est dans l'adhérence de = pour la topologie de la
convergence simple.
Ainsi par les lemmes 3.5 et 3.6, ∃(gn)n dans = équivalente à la base usuelle
de l1(N).
Il su�t de prendre (bn)n dans la boule unité de B t.q gi(x) = x(bi) ∀i et
∀x ∈ L.
D'après la proposition 3.1, le sous-espace engendré par les bn est alors le
sous-espace de B isomorphe à l1(N).

4 Épluchabilité

Dans cette partie, on va introduire la notion d'épluchabilité. On
donnera des exemples d'applications et des propriétés essentielles qu'on uti-
lisera par la suite dans la partie concernant l'unicité des préduaux.

Dé�nition 4.1. Soit C un convexe fermé borné d'un espace de Banach E.
On dit que C est épluchable si pour tout ensemble σ(E,E∗)-ouvert non vide
ω de C et pour tout ε > 0, il existe un σ(E,E∗)-ouvert non vide ωε de C
inclus dans ω et de diamètre ≤ ε.

Dé�nition 4.2. On dit qu'un espace de Banach E est localement uniformé-
ment convexe (l.u.c) si
pour tout x t.q ‖x‖ = 1 et (xn)n dans B1(E) t.q ‖x+xn

2
‖ −→ 1
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on a ‖x− xn‖ −→
n→∞

0.

Proposition 4.1. Si E est l.u.c alors Id : (B1(E), σ(E,E∗)) −→ (B1(E), ‖.‖)
est continue en tout x t.q ‖x‖ = 1.

démonstration . Soit x t.q ‖x‖ = 1 et (xn)n dans B1(E) t.q xn
σ(E,E∗)−→ x

‖x‖ = 1⇒ ∃x∗ ∈ B1(E∗) t.q < x∗, x >= 1

xn
σ(E,E∗)−→ x donc < x∗, xn >−→< x∗, x >= 1 alors < x∗, x+xn

2
>−→ 1

Or
< x∗,

x+ xn
2

> ≤ ‖x+ xn
2
‖ ≤ 1

donc ‖x+xn
2
‖ −→ 1 et comme E l.u.c alors ‖x− xn‖ −→

n→∞
0

D'où la continuité en x.

Proposition 4.2.
Si E est l.u.c alors B1(E) est épluchable.

démonstration . Soit ω un σ(E,E∗)-ouvert non vide de B1(E).

Soit x0 6= 0 ∈ ω, ∃ξ0, ..., ξn ∈ E∗ et r > 0 t.q
n
∩
i=0
{x ∈ B1(E)/ < ξi, x− x0 > < r} ⊆ ω

Soit ε > 0,
D'après la proposition 4.1, Id : (B1(E), σ(E,E∗)) −→ (B1(E), ‖.‖) est conti-
nue en x0

‖x0‖

alors ∃δε et η0, ..., ηm ∈ E∗ t.q
∀x ∈ B1(E), si < ηj, x− x0

‖x0‖ > < δε ∀j alors ‖x− x0

‖x0‖‖ <
ε

2‖x0‖

ainsi ∀x ∈ B‖x0‖(E), si < ηj, x− x0 > < δε‖x0‖ = γε ∀j alors ‖x− x0‖ < ε
2

On pose :
ωε = {x ∈ B1(E)∩B‖x0‖(E)/ < ξi, x−x0 > < r et< ηj, x−x0 > < γε ∀i, j}
ωε est un σ(E,E∗)-ouvert non vide de diamètre ≤ ε et ωε ⊆ ω
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D'où B1(E) est épluchable.

Lemme 4.1. Soit E un espace de Banach.
+ et . sont continues pour la topologie σ(E,E∗).

démonstration .
� Soit x, y ∈ E, et U un σ(E,E∗)-voisinage de x+ y.
∃ξ1, ..., ξn ∈ E∗ et r > 0 t.q
n
∩
i=1
{z ∈ E/ < ξi, z − (x+ y) > < r} ⊆ U

Soit U1 =
n
∩
i=1
{z ∈ E/ < ξi, z − x > < r

2
}

et U2 =
n
∩
i=1
{z ∈ E/ < ξi, z − y > < r

2
}

U1 (resp U2) est un σ(E,E∗)-ouvert contenant x (resp y),
et U1 + U2 ⊆ U
D'où + est continue pour σ(E,E∗).

� Soit x ∈ E et λ ∈ K.
Soit U un σ(E,E∗)-voisinage de λ.x

∃ξ1, ..., ξn ∈ E∗ et r>0 t.q
n
∩
i=1
{z ∈ E/ < ξi, z − λ.x > < r} ⊆ U

on pose

U1 =
n
∩
i=1
{z ∈ E/ < ξi, z − x > < r

2|λ|}

D =
n
∩
i=1
{t ∈ K/ |t− λ| < r

2[ r
2|λ|+<ξi,x>]

}
Pour t ∈ D et z ∈ U1, on a
| < ξi, t.z−λ.x > | ≤ |t−λ|.| < ξi, z > |+|λ|.| < ξi, z−x > | < r

2
+ r

2
= r

ainsi D.U1 ⊆ U
D'où . est continue pour σ(E,E∗).

Proposition 4.3. Soit E un espace de Banach.
Si E a la propriété de Radon-Nicodym alors B1(E) est épluchable.

démonstration . Notons FE l'ensemble des points fortement exposés de
B1(E).
E a la propriété de Radon-Nicodym alors B1(E) est l'enveloppe convexe fer-
mée (fortement) de FE c.à.d B1(E) = convFE.
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Soit ω un σ(E,E∗)-ouvert de B1(E).
ω est un ouvert pour la topologie faible donc c'est un ouvert pour la topologie
forte alors ω ∩ convFE 6= ∅
∃x =

n∑
i=1

tixi ∈ ω avec xi ∈ FE et
n∑
i=1

ti = 1.

ω est σ(E,E∗)-ouvert ⇒ ∃ξ1, ..., ξn ∈ E∗ et ∃r > 0 t.q

U0 =
m
∩
i=1
{y ∈ B1(E)/ < ξi, y − x > < r} ⊆ ω

Soit ε > 0
∀i = 1, ..., n, xi est fortement exposé.
⇒ ηi ∈ E∗ et δε,i t.q < ηi, xi >= 1 et
diam({y ∈ B1(E)/ < ηi, y > > 1− δε,i}) ≤ ε

On pose Ui = {y ∈ B1(E)/ < ηi, y > > 1− δε,i} et δε = min
i=1,..,n

δε,i

On pose Uε = t1U1 + ... + tnUn c'est un σ(E,E∗)-ouvert car + et . sont
continues pour la topologie σ(E,E∗) d'après le lemme 4.1.

Soit ωε = Uε ∩ U0 6= ∅ car x =
n∑
i=1

tixi ∈ Uε (car xi ∈ Ui) et x ∈ U0.

ωε est σ(E,E∗)-ouvert et le diamètre de ωε est ≤ ε

car si y, z ∈ ωε ⇒ y =
n∑
i=1

tiyi et z =
n∑
i=1

tizi

‖y − z‖ ≤
n∑
i=1

ti‖yi − zi‖ ≤ ε
n∑
i=1

ti = ε

Donc B1(E) est épluchable.

Lemme 4.2. Si E est un espace de Baire alors tout ouvert non vide de E
est de Baire.

démonstration . Soit U un ouvert non vide de E et soit (O′n)n suite d'ou-
verts denses dans U.
Il s'agit de montrer que ∩

n
O′n est dense dans U.

Soit On = {U ∪O′n ouvert de E.
Montrons que (On)n est une suite d'ouverts denses dans E.

Soit O ouvert non vide de E.
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Si O ∩ U = ∅ ⇒ O ∩ U = ∅ ⇒ O ⊆ {U ⇒ O ∩On 6= ∅

Si O ∩ U 6= ∅ alors c'est un ouvert de U.
⇒ O′n ∩ (O ∩ U) 6= ∅ car O′n est dense dans U.
⇒ O ∩On 6= ∅

Donc (On)n est une suite d'ouverts denses dans E.
Or E est de baire alors ∩

n
On est dense dans E.

Soit maintenant O′ ouvert non vide de U. C'est un ouvert de E car U ouvert
de E.
donc O′ ∩ (∩

n
On) 6= ∅ ⇒ O′ ∩ ({U ∪ ∩

n
O′n) 6= ∅

Or O′ ∩ {U = ∅ car O′ ⊆ U
ainsi O′ ∩ (∩

n
O′n) 6= ∅ et ∩

n
O′n est donc dense dans U.

D'où U est de Baire.

Proposition 4.4. Soit E un espace de Banach.
Si E est séparable et (B1(E), σ(E,E∗)) est un espace de Baire alors B1(E)
est épluchable.

démonstration . Soit U un σ(E,E∗)-ouvert non vide de B1(E).
Soit ε > 0 et S = {x ∈ E/ ‖x‖ ≤ ε

2
}.

Comme E est séparable alors ∀x ∈ B1(E), ∃xn dans B1(E) t.q ‖x− xn‖ ≤ ε
2

donc x ∈ (xn + S) ∩B1(E)
D'où ∃(xn)n dans B1(E) t.q B1(E) = ∪

n∈N
(xn + S) ∩B1(E).

∀n, xn + S est σ(E,E∗)-fermé car si xn + sk
σ(E,E∗)−→
k→∞

y alors

∀ξ ∈ B1(E∗), | < ξ, y − xn > | = lim
k
| < ξ, sk > | ≤ ε

2

Donc ‖y − xn‖ ≤ ε
2
ainsi y ∈ xn + S.

U = ∪
n∈N

(xn + S) ∩ U qui sont σ(E,E∗)-fermés dans U.

Or (B1(E), σ(E,E∗)) est de Baire et U est σ(E,E∗)-ouvert dans B1(E) donc
d'après le lemme4.2,
on a (U, σ(E,E∗)) est de Baire.
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ainsi ∃n0/ Uε =

◦︷ ︸︸ ︷
(xn0 + S) ∩ U 6= ∅ (où l'intérieur est pour la topologie

σ(E,E∗)).

Uε est σ(E,E∗)-ouvert et ⊆ U et de diamètre ≤ ε
Donc B1(E) est épluchable.

Proposition 4.5. Soit E un espace de Banach.
Si B1(E) est épluchable alors (B1(E), σ(E,E∗)) est de Baire.

démonstration . Soit (Un)n≥1 suite de σ(E,E∗)-ouverts qui sont σ(E,E∗)-
denses dans B1(E).
Montrons que ∩

n
Un est σ(E,E∗)-dense dans B1(E).

Soit x0 ∈ B1(E) et ξ0 ∈ E∗ et r0 > 0
On note Bξ0(x0, r0) = {x ∈ B1(E)/ | < ξ0, x − x0 > | < r0} c'est un
σ(E,E∗)-ouvert.
Pour simpli�er les notations, on supposera que les Bξ(x, r) forment un sys-
tème fondamental de voisinages σ(E,E∗)-ouverts de B1(E) à la place de
n
∩
i=1
Bξi(x, r).

U1 est σ(E,E∗)-dense ⇒ U1 ∩ Bξ0(x0, r0) 6= ∅ et c'est un σ(E,E∗)-ouvert
de B1(E)
B1(E) épluchable ⇒ ∃r1 ∈]0, r0

2
[ et ξ1 ∈ E∗ et x1 t.q

Bξ1(x1, r1) ⊆ U1 ∩Bξ0(x0, r0) avec diamBξ1(x1, r1) ≤ r0

U2 est σ(E,E∗)-dense ⇒ U2 ∩ Bξ1(x1, r1) 6= ∅ et c'est un σ(E,E∗)-ouvert
de B1(E)
B1(E) épluchable ⇒ ∃r2 ∈]0, r1

2
[ et ξ2 ∈ E∗ et x2 t.q

Bξ2(x2, r2) ⊆ U2 ∩Bξ1(x1, r1) avec diamBξ2(x2, r2) ≤ r1

une fois construits x0, x1, ..., xn
Un+1 est σ(E,E∗)-dense ⇒ Un+1 ∩Bξn(xn, rn) 6= ∅ et c'est un
σ(E,E∗)-ouvert de B1(E)
B1(E) épluchable ⇒ ∃rn+1 ∈]0, rn

2
[ et ξn+1 ∈ E∗ et xn+1 t.q

Bξn+1(xn+1, rn+1) ⊆ Un+1 ∩Bξn(xn, rn) avec diamBξn+1(xn+1, rn+1) ≤ rn

On a 0 < rn < 2−nr0 ⇒ rn −→
n→∞

0
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La suite (xn)n est de Cauchy (pour la topologie forte)
car pour ε > 0, ∃n0/ ∀n ≥ n0, rn < ε
si k, l > n0, Bξk(xk, rk) ⊆ Bξn0+1(xn0+1, rn0+1) et Bξl(xl, rl) ⊆ Bξn0+1(xn0+1, rn0+1)
⇒ xk et xl ∈ Bξn0+1(xn0+1, rn0+1) et diamBξn0+1(xn0+1, rn0+1) ≤ rn0

donc ‖xk − xl‖ ≤ diamBξn0+1(xn0+1, rn0+1) ≤ rn0 < ε
ainsi (xn)n est de Cauchy.

Comme B1(E) est de Banach alors (xn)n converge (pour la topologie forte)
vers x.
∀n ≥ 0 et ∀k ≥ 1, Bξn+k

(xn+k, rn+k) ⊆ Bξn(xn, rn)
⇒ | < ξn, xn+k − xn > | < rn ∀k ≥ 1
k →∞⇒ | < ξn, x− xn > | < rn car ξn continue.
donc x ∈ Bξn(xn, rn) ∀n ≥ 0

Donc x ∈ ∩
n≥1

Bξn(xn, rn) ⊆ ∩
n≥1

Un et x ∈ Bξ0(x0, r0)

⇒ Bξ0(x0, r0) ∩ ( ∩
n≥1

Un) 6= ∅ et ceci ∀x0 ∈ B1(E) et ∀ξ0 ∈ E∗ et ∀r0 > 0

donc ∩
n≥1

Un est σ(E,E∗)-dense dans B1(E).

D'où (B1(E), σ(E,E∗)) est de Baire.

5 Unicité des préduaux des espaces de Banach

On a traité jusqu'à présent l'existence des préduaux et on a vu que
lorsque E∗ a la propriété de Radon-Nicodym, (RE)⊥ était un prédual de E.
Par la suite, on ne s'interessera qu'à l'unicité de ces préduaux et on utilisera
les résultats des parties 3 et 4.

Dé�nition 5.1. Soit E un espace de Banach.
On dit que E est unique prédual normique de E∗ si pour tout espace de Ba-
nach F t.q F ∗ soit isométrique à E∗, et toute isométrie I de E∗ sur F ∗ on
a : tI ◦ iF (F ) = iE(E).

Proposition 5.1. Si E est unique prédual normique de E∗, alors tout Banach
F t.q F ∗ soit isométrique à E∗ est isométrique à E.
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démonstration . Soit I :E∗ −→ F ∗ l'isométrie. On a alors :

F ∗∗
tI // E∗∗

iE
−1

��

ainsi iE
−1 ◦ tI ◦ iF est une isomtrie de F sur E

F

iF

OO

E elle est bien dé�nie car tI ◦ iF (F ) = iE(E)

Lemme 5.1. Soit E un espace de Banach.
R′E = {f ∈ E(3)/ kerf ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)}.
Si R′E est un espace vectoriel alors E est l'unique prédual normique de E∗.

démonstration . E ≡ iE(E) donc iE∗(E∗) ≡ E∗ ≡ (iE(E))∗.

En appliquant la proposition 2.1 avec Z = iE(E) et en remplaçant E par
E∗ on a E(3) = iE∗(E

∗)⊕ (iE(E))⊥.

Remarquons que R′E = RE∗ déjà dé�nie dans le lemme 2.2.
Ainsi d'après le lemme 2.2, R′E ∩ iE∗(E∗) = {0}.

Montrons que (iE(E))⊥ ⊆ R′E

en e�et : si f ∈ (iE(E))⊥ alors iE(E) ⊆ kerf .
D'après le lemme 2.3, iE(E) ∩ B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
ainsi kerf ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) d'où f ∈ R′E.

E(3) = iE∗(E
∗)⊕ iE(E)⊥

iE∗(E
∗) ∩R′E = {0}

iE(E)⊥ ⊆ R′E
R′E espace vectoriel

⇒ R′E = iE(E)⊥ et donc (R′E)⊥ = iE(E).

Soit F Banach t.q F ∗ soit isométrique à E∗.
Soit I : E∗ −→ F ∗ une isométrie.

Montrons que tI ◦ iF (F ) = iE(E) ; Pour celà que tI ◦ iF (F ) = (R′E)⊥.

On a (tI ◦ iF (F ))⊥ ⊆ R′E :
en e�et, si f ∈ (tI ◦ iF (F ))⊥ alors tI ◦ iF (F ) ⊆ kerf .
D'après le lemme 2.3, tI◦iF (F )∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
alors kerf ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) d'où f ∈ R′E.
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D'autre part, tI ◦ iF (F ) ⊆ E∗∗ et (tI ◦ iF (F ))∗ ≡ F ∗ ≡ E∗

En appliquant la proposition 2.1 avec Z = tI ◦ iF (F ) et en remplaçant E par
E∗ on a E(3) = iE∗(E

∗)⊕ (tI ◦ iF (F ))⊥.

E(3) = iE∗(E
∗)⊕ (tI ◦ iF (F ))⊥

iE∗(E
∗) ∩R′E = {0}

(tI ◦ iF (F ))⊥ ⊆ R′E
R′E espace vectoriel

⇒ R′E = (tI ◦ iF (F ))⊥

donc(R'E)⊥ = tI ◦ iF (F ).
D'où tI ◦ iF (F ) = iE(E) = (R′E)⊥. c.q.f.d

Lemme 5.2. Soit E Banach. Supposons qu'il existe un sous-ensemble A
de B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)-dense tel que pour tout sous-ensemble convexe X de
B1(E∗∗), fortement fermé et σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗), on a A ⊆ X.
Alors E est l'unique prédual normique de E∗.

démonstration . On va montrer que R′E est un espace vectoriel et utiliser
le lemme 5.1.

Soit f, g ∈ R′E
X1 = kerf∩B1(E∗∗) et X2 = kerg∩B1(E∗∗) sont 2 sous-ensembles convexes
fermés et σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
alors A ⊆ X1 et A ⊆ X2 donc A ⊆ kerf ∩ kerg ∩B1(E∗∗)
or kerf ∩ kerg ⊆ ker(λf + µg) alors A ⊆ ker(λf + µg) ∩B1(E∗∗)

Comme A est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) alors ker(λf + µg) ∩B1(E∗∗)
est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
Ainsi λf + µg ∈ R′E et R′E est un espace vectoriel.

Lemme 5.3. Soit E Banach. On note C l'ensemble des points de continuité
de
Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖)
Si conv(C) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) alors E est unique prédual
normique de E∗.

démonstration . Véri�ons que les hypothèses du lemme 5.2 sont véri�ées
pour A = conv(C).
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Soit X un sous-ensemble convexe fermé σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗).
Montrons que conv(C) ⊆ X :

Soit x ∈ C, comme X est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) alors

∃(xl)l dans X t.q xl
σ(E∗∗,E∗)−→ x

or Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖) est continue en x

alors xl
fortement−→ x

Comme X est fermé alors x ∈ X donc C ⊆ X
Comme X convexe alors conv(C) ⊆ X
D'après le lemme 5.2, E est unique prédual normique de E∗.

Lemme 5.4. Si x0 ∈ B1(E) est fortement exposé dans B1(E), alors iE(x0)
est faiblement fortement exposé dans B1(E∗∗)

démonstration . Soit ε > 0,

x0 fortement exposé ⇒ ∃y∗ ∈ E∗ t.q < y∗, x0 >= 1 et ∃δ > 0 t.q
diam{x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1− δ} ≤ ε

On a alors < iE(x0), y∗ >= 1
Reste à montrer qu'δ′ > 0/ diam{ξ ∈ B1(E∗∗)/ < ξ, y∗ > > 1− δ′} ≤ ε

Montrons d'abord que iE({x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1− δ
2
}) est

σ(E∗∗, E∗)-dense dans H = {ξ ∈ B1(E∗∗)/ < ξ, y∗ > > 1− δ
2
} (A)

en e�et, si ξ ∈ H
Comme iE(B1(E)) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗), alors

∃(xn)n dans B1((E) t.q iE(xn)
σ(E∗∗,E∗)−→ ξ

⇒< ξ, y∗ >= lim
n
< y∗, x > > 1− δ

2

⇒ ∃n0/ ∀n ≥ n0, < y∗, xn > > 1− δ
2

ainsi (xn)n≥n0 est dans {x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1− δ
2
} et iE(xn)

σ(E∗∗,E∗)−→ ξ

D'où (A) et H = iE({x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1− δ
2
})
σ(E∗∗,E∗)

.
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ainsi H ⊆ iE({x ∈ B1(E)/ < y∗, x > ≥ 1− δ
2
})

d'où diamH ≤ diam iE({x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1− δ})
diam iE({x ∈ B1(E)/ < y∗, x > > 1 − δ}) = diam{x ∈ B1(E)/ < y∗, x >
> 1− δ} car iE isométrie.
D'où diamH ≤ ε

ainsi ∃δ′ = δ
2
/ diam{ξ ∈ B1(E∗)/ < ξ, y∗ > > 1− δ′} ≤ ε

Donc iE(x0) est faiblement fortement exposé dans B1(E∗).

Théorème 5.1. Si E∗ ne contient pas de sous-espace isomorphe à l1(N),
alors E est unique prédual normique de son dual.

démonstration . On va montrer que R′E est un espace vectoriel et appliquer
le lemme 5.1.

Soit f, g ∈ R′E, on a kerf ∩ B1(E∗∗) et kerg ∩ B1(E∗∗) sont σ(E∗∗, E∗)-
denses dans B1(E∗∗).
E∗ + l1(N) alors d'après le théorème 3.2, ∀f ∈ E∗∗ f est de première classe
de Baire de E∗∗ et donc d'après le théorème 3.1, l'ensemble des points de
continuité de f est un Gδ-dense.

Notons Cf = {pts de continuité de f : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ R}
et Cg = {pts de continuité de g : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ R}

Cf et Cg sont des Gδ-denses de (B1(E∗∗, E∗), σ(E∗∗, E∗)).

Comme kerf ∩ B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) alors f s'an-
nule sur tous ses points de continuité.
alors Cf ⊆ kerf ∩B1(E∗∗), de même Cg ⊆ kerg ∩B1(E∗∗).
d'où Cf ∩ Cg ⊆ kerf ∩ kerg ∩B1(E∗∗) ⊆ ker(λf + µg) ∩B1(E∗∗)

or Cf ∩ Cg est une intersection de 2 Gδ-denses donc c'est un Gδ-dense
donc Cf ∩Cg est dense car (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) est compact donc de Baire.
parsuite ker(λf + µg) ∩B1(E∗∗) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
ainsi λf + µg ∈ R′E et R′E est donc un espace vectoriel. c.q.f.d
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Théorème 5.2. Si E a la propriété de Radon-Nicodym alors E est unique
prédual normique de son dual.

démonstration . Notons FE = {x ∈ B1(E)/ x est fortement exposé dans
B1(E)}.
E a la propriété de R.N ⇒ B1(E) = conv(FE)

On a iE(conv(FE)) = conv(iE(FE)) :
en e�et, iE(conv(FE)) est convexe (car iE linéaire) contenant iE(FE)
⇒ conv(iE(FE)) ⊆ iE(conv(FE))
iE(FE) ⊆ iE(B1(E))⇒ conv(iE(FE)) ⊆ iE(B1(E))
on peut alors appliquer iE−1, iE

−1(conv(iE(FE))) est convexe contenant FE
⇒ conv(FE) ⊆ iE

−1(conv(iE(FE)))
⇒ iE(conv(FE)) ⊆ conv(iE(FE))

D'après le lemme 5.4, on a iE(E) ⊆ H = {ξ ∈ B1(E∗∗)/ ξ faiblement
fortement exposé}

D'après le lemme 2.1, on a H ⊆ C où C est l'ensemble des points de conti-
nuité de Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖)

ainsi conv(iE(FE)) ⊆ conv(C)
Or conv(iE(FE)) = iE(conv(FE)) = iE(B1(E)) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans
B1(E∗∗)
donc conv(C) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗)
D'après le lemme 5.3, E est unique prédual normique de son dual.

Lemme 5.5. Soit E un espace de Banach.
Si x est un point de continuité de Id : (B1(E), σ(E,E∗)) −→ (B1(E), ‖.‖)
alors
iE(x) est un point de continuité de Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖).

démonstration . Soit ε > 0, ∃x∗1, ..., x∗n ∈ E∗ et δ > 0 t.q
si y ∈ B1(E)/ < x∗i , x− y > < δ ∀i alors ‖x− y‖ ≤ ε (continuité en x)

soit z ∈ B1(E∗∗) est t.q |x∗i (iE(x)− z)| < δ ∀i ≤ n

∃yk ∈ B1(E) t.q yk
σ(E∗∗,E∗)−→ z
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ainsi ∃k0 t.q ∀k ≥ k0 et ∀i, |x∗i (x− yk)| < δ
donc ‖x− yk‖ < ε ∀k ≥ k0

alors ‖x− z‖ ≤ ε car si ‖x− z‖ > ε alors
∃x∗ ∈ B1(E∗) t.q |x∗(x − z)| > ε donc à partir d'un certain rang on aurait
|x∗(x− z)| > ε contradiction.
D'où la continuité de Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖) en iE(x).

Théorème 5.3. Soit E un espace de Banach.
Si E est l.u.c alors E est l'unique prédual normique de son dual.

démonstration . On note S = {x ∈ E/ ‖x‖ = 1}
E est l.u.c alors d'après la proposition 4.1,
Id : (B1(E), σ(E,E∗)) −→ (B1(E), ‖.‖) est continue en tout point de S.
D'après le lemme 5.5, Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖) en tout
point de iE(S).

On note C l'ensemble des points de continuité de
Id : (B1(E∗∗), σ(E∗∗, E∗)) −→ (B1(E∗∗), ‖.‖).
On a iE(S) ⊆ C donc conv iE(S) ⊆ convC.
Or conv iE(S) = iE(convS) (la démonstration est similaire à celle vue dans
le théorème 5.2) et convS = B1(E).
ainsi iE(B1(E)) ⊆ convC.

D'après le lemme 2.3, iE(B1(E)) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗) donc
convC est σ(E∗∗, E∗)-dense dans B1(E∗∗).
D'après le lemme 5.3, E est unique prédual normique de son dual.

Théorème 5.4. Soit E un espace de Banach.
Si B1(E) est épluchable alors E est unique prédual normique de son dual.

démonstration . Soit ε > 0
On note Aε la réunion des σ(E,E∗)-ouverts de B1(E) de diamètre ≤ ε.

B1(E) est épluchable ⇒ ∀U σ(E,E∗)-ouvert de B1(E), ∃Uε ⊆ U avec Uε
σ(E,E∗)-ouvert de diamètre ≤ ε donc U ∩ Aε 6= ∅
Ainsi Aε est σ(E,E∗)-dense dans B1(E).
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(A 1
n
)n est une suite de σ(E,E∗)-ouverts qui sont σ(E,E∗)-denses dans B1(E).

D'après la proposition 4.5, (B1(E), σ(E,E∗)) est de Baire.
ainsi ∩

n
A 1

n
est σ(E,E∗)-dense dans B1(E).

On note Ω l'ensemble des points de continuité de
Id : (B1(E), σ(E,E∗)) −→ (B1(E), ‖.‖)

x ∈ Ω⇔ ∀n ∈ N, ∃U σ(E,E∗)-ouvert t.q x ∈ U ⊆ B(x,
1

2n
)

⇔ ∀n ∈ N, x ∈ A 1
n

⇔ x ∈ ∩
n
A 1

n

Donc Ω = ∩
n
A 1

n
est σ(E,E∗)-dense dans B1(E).

ainsi iE(Ω) est σ(E∗∗, E∗)-dense dans iE(B1(E)) qui est σ(E∗∗, E∗)-dense
dans B1(E∗∗)
D'où iE(Ω) est σ(E∗∗,E∗)-dense dans B1(E∗∗).

D'après le lemme 5.5, iE(Ω) ⊆ C.
ainsi convC est σ(E∗∗,E∗)-dense dans B1(E∗∗) et d'après le lemme 5.3, E
est unique prédual normique de son dual.

Remarque . On a vu que si E est l.u.c alors B1(E) est épluchable (proposi-
tion 4.2), de même si E a la propriété de Radon-Nicodym (proposition 4.3).
Ainsi avec le théorème 5.4, on retrouve les résultats trouvés dans les théo-
rèmes 5.2 et 5.3 et le fait que si E est l.u.c ou a la propriété de Radon-
Nicodym alors E est unique prédual normique de son dual.

Donnons maintenant quelques applications du fait que E soit unique
prédual normique de son dual.

Théorème 5.5. Soit E un espace de Banach unique prédual normique de
son dual.
Si F espace de Banach tel qu'il existe une isométrie I de E∗ sur F ∗. Alors I
est la transposée d'une isométrie de F sur E.

démonstration . I : E∗ −→ F ∗ isométrie.
Comme E unique prédual de E∗ alors tI ◦ iF (F ) = iE(E).
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F ∗∗
tI // E∗∗ Soit alors f = iE

−1 ◦ tI ◦ iF

F

iF

OO

f // E

iE

OO

f est bien dé�nie car tI ◦ iF (F ) = iE(E) et est évidemment une isomé-
trie.

Reste à véri�er que tf = I
Soit x ∈ E∗, montrons que tf(x) = I(x).
pour celà que < tf(x), y >=< I(x), y > ∀y ∈ F .

< tf(x), y > =< x, f(y) >

=< tI ◦ iF (y), x >

=< iF (y), I(x) >

=< I(x), y > c.q.f.d

Remarque . Si E espace de Banach unique prédual de E∗. Alors toute iso-
métrie de E∗ est la transposée d'une isométrie de E. (Il su�t d'appliquer le
théorème 5.5 avec F = E).

Proposition 5.2. Soit E espace de Banach unique prédual de E∗ et tel que
E∗ est unique prédual de E∗∗.
Alors toute isométrie I de E∗∗ est la bitransposée d'une ismoétrie de E et
iE(E) = I(iE(E)).

démonstration . E∗ est unique prédual de E∗∗ et I isométrie de E∗∗, alors
d'après le théorème 5.5 I = tf où f est une isométrie de E∗.

Comme f isométrie de E∗ et E unique prédual de E∗ alors tf ◦iE(E) = iE(E)
et f = tu avec u isométrie de E.
ainsi t(tu) = I et I(iE(E)) = iE(E).

Lemme 5.6. Soit E espace de Banach.
Si E∗ est séparable alors E est séparable.
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démonstration . Si E∗ est séparable alors S = {ξ ∈ E∗/ ‖ξ‖ = 1} l'est
aussi.

Soit alors (ξn)n dense dans S.
‖ξn‖ = sup

‖x‖=1

| < ξn, x > | = 1.

ainsi ∀n, ∃xn t.q ‖xn‖ = 1 et | < ξn, xn > | ≥ 1
2

Soit M l'espace vectoriel fermé engendré par les xn.
Il s'agit de prouver que M = E pour avoir E séparable.

Si M 6= E ⇒ ∃x ∈ E/ x /∈M fermé.
D'après Hahn-Banach, ∃ξ ∈ E∗/ ‖ξ‖ = 1, < ξ, x >= 1 et < ξ, y >= 0
∀y ∈M .
ainsi ∀n, < ξ, xn >= 0

∀n, 1
2
≤ | < ξn, xn > | ≤ ‖ξn − ξ‖.‖xn‖+ | < ξ, xn > |

donc ∀n, 1
2
≤ ‖ξn − ξ‖ −→

n→∞
0 car ξn dense dans S.

impossible.
D'où M = E c.q.f.d

Remarque . Dans le prochain théorème, on admettra qu'un dual séparable
a la propriété de Radon-Nicodym.

Théorème 5.6. Soit E espace de Banach.
Si E∗∗ séparable alors toute isométrie de E∗∗ est la bistransposée d'une iso-
métrie de E.

démonstration . E∗∗ étant un dual séparable alors E∗∗ a la propriété de
Radon-Nicodym.
Comme E s'identi�e à un sous-espace de E∗∗, alors E a aussi la propriété de
Radon-Nicodym.

Comme E∗∗ est séparable alors d'après le lemme 5.6, E∗ l'est aussi donc
E∗ a la propriété de Radon-Nicodym.

D'après le théorème 5.2, E est unique prédual de E∗ et E∗ est unique prédual
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de E∗∗.
D'après la proposition 5.2 on a le résultat.
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