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Le but de ce travail est de donner des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence et 'unicité de certains préduaux des espaces de
banach. On introduira la notion d’épluchabilité et on démontrera le résultat
de H.ROSENTHAL a propos des espaces de banach contenant ['(IN) qu’on
aura besoin par la suite.

Commencons a présent par des notions de base :

1 Préliminaires

Soit X un espace de Banach.
M un sous-espace de X et N un sous-espace de X*.
on pose :

M+ ={z*€ X*/ <a*,2 >=0Vx € M}
N, ={rze X/ <z ,x >=0Vz" € N}

Proposition 1.1. M* est un sous-espace o(X*,X)-fermé de X* et N, est
un sous-espace fortement fermé de X.

démonstration . On vérifie sans difficulté que se sont des sous-espaces.

Soit (x), suite de M* telle que x}, — x* pour o(X*,X).
SizeM, <z, x>=lim, o <), >=0
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donc < z*,x >= 0Ve € M = z* € M+ et M+ est alors o(X*,X)-fermé
dans X*.

Soit (xy,), suite de N, telle que x, — x

Vet € N, 0 =< z*,x, >—< 2%, x> car x* continue

=><zt,r>=0Vz* e N

=x € N, et N, est alors fermé.

Proposition 1.2.

1. (M1, est égal a ladhérence de M dans X ( pour la topologie de la
norme )

2. (N)* est égal o Uadhérence o(X*,X) de N dans X*

démonstration .

1. on a d’abord que M C (M), carsiz € M = Vo € M+, <z*,x >=0
=T & (ML>J_

D’aprés la proposition 1.1, (M*), est fermé dans X donc M C (M*) .

Si M S (M*), alors 3w € (M*), t.qmg ¢ M

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, 3¢ € X* t.q < &, x9 >= 1 et
M C keré

e Mt carVe e M, <& x>=0. orzg € (ML), alors < & 29 >=0
contradiction

Dou M = (M*), c.qfd

2. De méme on a N C (N)* car siz* € N=Vre N, <z*,x>=0
:>.I'*€<NJ_)J'

o(X*,X

D’apres la proposition 1.1, (N )* est o(X*,X)-fermé donc N e (Nt

§i N7 C (NL)* alors 3y € (NL)* t.qaf ¢ NN

D’apres le théoréme de Hahn-Banach, 3x € X t.q < xf,x >= 1 et
NU(X X) C kerz

x €Ny carVa* € N, < z*,2 >=0 or xy € (N.)* donc < zf,x >=0
contradiction,

Doa N7 = (Nt c.qfd



Proposition 1.3. Soit M un sous-espace d’un espace de Banach X. on a
alors M* = X*/M* et (X/M)* = M* ou = signifiera isométriquement
1somorphe.

démonstration .
- Sim* € M*, soit x* un prolongement de m* a X tout entier.

on définit o M* — X*/M~+

m* —s x* + M+

@ est bien définie : en effet si x] et x5 sont 2 prolongements de m*
alors 3 — x5 =0 sur M = z} — x5 € M+
done x5 + M+ = 23 + M+ et o est bien définie.

¢ est évidemment linéaire car si x§ (resp x%) est un prolongement de
my (resp mb) alors xi + xk est un prolongement de mi +mj (de méme
pour Am*).

¢ est surjective car st x* € X* alors ) € M* et p(z) ) ="+ M+
Sim* € M* et x* un prolongement de m* alors |m*|| < ||z*||

en passant & la borne inférieure des ||x*|| on obtient ||x* + M*|| ainsi
[ < o (m)]| < [la*]]

on a <m* x> <|m*|.||z| alors d’aprés Hahn-Banach 3z € X* qui
prolonge m* & X tout entier et t.q < xf, x > < ||m*||.||z| Vz € X alors
5]l < flm|

ainsi ||xg]] < |[m*| < llp(m)|| < llagll dod [lp(m™)|| = [lm*|| et ¢ est
isométrique. Ce qui montre que M* = X* M+,

— soit m : X — X/M la surjection canonique. On pose Y=X/M.

on définit T Y* — M*

y* —>Ty*:y*O7T

T est bien définie car st y* € Y*, Ve € M < ty*,x >=< y*,7x >= 0
= y*omr € Mt



T est évidemment linéaire.

Soit ¥ € M+ : XLIR

7
X/M
M C kerx* alors d’aprés la propriété universelle du quotient,
Jy* : X/M — R linéaire t.q y*om = x*
on a x € kerz* & w(x) € kery*, ainsi kery* = mw(kerx*) fermé de
X/M car c’est l'image par m d’un fermé de X.
kery* fermé alors y* continue donc y* € (X/M)* et Ty* = x*, d'ot T
est surjective.

enfin ||[Ty*|| = [ly" o 7|| = sup{< y", 7(z) > /z € Bi(X)}
=sup{<y",y > [y em(Bi(X))}
= sup{<y",y > [y € Bi(X/M)}
= |y

Donc 7 est isométrique. Ce qui montre que (X/M)* = M*.

2 Existence de préduaux d’espaces de Banach

On pose ip : E — E** l'injection de E dans son bidual.
On dira isométrie en voulant désigner une bijection linéaire isométrique.
On notera = pour isométrie et = pour isomorphisme.

Définition 2.1. Soit F un espace de Banach. On dit qu’un espace de Banach
X est un prédual normique de E si le dual X* de X, muni de la norme duale
de celle de X, est isométrique a F.

Proposition 2.1. Soit E un espace de Banach . Alors :
3Z C E* t.q B** = ig(E) ® Z+ & E est isomorphe a un dual (qui est Z*).



démonstration .

=) E* =ipg(E)® Z+
Z C E* alors d’apres la proposition 1.3, Z* = E** |7+
Or E =ig(E) = E**/Z+ donc E est isomorphe o Z* .

<) Soit X un espace de Banach t.q E isomorphe o X* et soit E 2 X* cet

1somorphisme.

X**LE* on pose Z ='poix(X), ZCE* et Z=X
|

X done Z7* = E** /7t et Z* 2 X* 2 F

ainsi E** |7+ >~ F
Soit p : E** — E**/Z1 la surjection canonique
et : E**/Z+ — E lisomorphisme.
Yop:E** — B linéaire surjective et keriop = Z+
alors E** = E® Z+ avec Z C E*  c.q.f.d

Proposition 2.2. Soit E un espace de Banach.
Soit T = {F s.e.v de E**/ F est o(E**, E*)-fermé et ig(E) ® F = E**}
On a léquivalence :

1. Il existe un espace de Banach X t.q X* isomorphe a E.
2. Tp#0

démonstration .

1=-2) Soit X Banach t.q X* isomorphe a E.
D’apres la proposition 2.1, on a E** = ig(E)® Z* avec Z = tpoix(X)
Z C E* = d’aprés la proposition 1.1, Z+ est un s.e.v o(E**, E*)-fermé
de E**
Donc Z+ €Ty et Ty # 0

2=1) Tp #0 =3 F s.ev o(E**, E*)-fermé de E** t.q E** = ig(E)® F
Soit G = F\ C E*. D’apres la proposition 1.2, (FL)* = FERE) _p
car F est o(E**, E*)-fermé. Donc E** = ig(E) ® G*+.

D’apres la proposition 2.1, on a E = G*.



Définition 2.2. Soit X,Y deux espaces de Banach.

On appelle "distance de X a Y" le nombre

dX,Y) =inf{|le|l.lle I/ ¢ isomorphisme entre X et Y}

Si les deux espaces ne sont pas isomorphes, la distance est oo .

Si E esp de Banach, on pose

Pr = {X Banach/3Y C E* t.q Yisomorphe a X} et d(E, D) = Xinlg d(E, X™)
€r’E

Proposition 2.3. E isomorphe a un dual < d(E, D) < 0o .

démonstration . <) d(E,D) < oo = 3X € Pg t.qd(E,X") < 00 alors E
1somorphe a X*.

=) Soit X t.q E isomorphe & X* et soit ¢ cel isomorphisme.
d(E, X*) < oo car E isomorphe ¢ X*.
t
X —"> B Xlpoix(X)CE*= X € Py

ix
X ainsi d(E,D) < d(F, X*) < oc.
Proposition 2.4. F esp de Banach . S € Tk,

soit a(S) = mf{%/ B.(E*) C ma(mﬁ)
On a alors d(E, D) = inf{a(S)/S € Tg}

}

démonstration . on pose k = d(E, D)
— Montrons d’abord que d(E, D) <inf{«a(S)/S € Tg}

Soit S € Tg, d’aprés la proposition 2.2 on a E isomorphe o (S1)*

et SJ_ S PE

@ :E* — (S1)" induit un isomorphisme ¢ entre E**/(S.)* = E™/S=E
5 - £/S¢

v E — (S)) on a clairement que ||| =1
L= T/s,
Soit € > 0 t.q B.(E*) C S, N B =P
Soit £ € (SL) tqlél| <letsoitzeEtqu, =§

6



D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach : ||z|| = sup <n,z >

n€B1(E*)
alors ||z|| < sup <n,x>
nelsinBi (&) P
. —— (E".E) . . .
or sim € S, N B(EY) alors n est o(E*, E)-limite de ~n avec
o(E*,E)

m € SJ_ N Bl(E*)

1.
<77,x>:—hlrn<nl,x>
€

1
:—lilm<5,771> carm € Sy et /g, =§
€

1
—[lEll car [l <1

IN

<

AN | =

Alors ||z|| < L et done ||| <

1
, 2 L s (E",B)
Parsuite ||~ <inf{z/ B(E£*) € S1 N By(E*)

}=a(S)

Or S, C E* donc S| € Pg
insi d(E, D) < d(E, (S1)) < ][] < a($)
Dot k=d(E,D) <inf{a(S)/S € T} .

Montrons maintenant que inf{«(S)/S € T} < d(F, D)
Soit € > 0,
k=d(E,D)= inf d(E,X*) = 3X € Py/d(E,X*) <k+¢< o0

XePg
E est isomorphe a X*.

Soit EZ X™ Visomorphisme t.q |||t < k + €
On peut supposer que ||p|| =1 ainsi ||| < k + ¢

On pose Xy = tp o ix(X), d’apres la proposition 2.2, Xo= € Tg

Vo € B, lzll = [le™" o (@)l < [lp~ [ le@)I < (k + e)llp(@)]l
= el > L vz e B (4)

[l
(B E
Supposons qu’ i € E* t.q ||lyill < &= mais y; & Xo N By (E¥) :

k+e
D’apres Hahn-Banach,



—————(E*E
dxg € Et.q<yf,xo >=1 mais <y*,z9><1 Vy* € XoN By(E*) )

<y, o >=1 =1 < lygll-[lzoll = [[zoll > k + €
et |le(xo)|| = sup < @(z0),x >= sup <'poix(X),xo> <1
[l=]I=1 ll=]|=1
car ‘o oix(x) € Xo N By (E*)
= W < k+re Contradiction avec (A).
o 1 ——F5 =0 E"E)
ainsi Yy € E* t.q ||yl < 5 on a yg € Xo N Bi(E¥)
o(E* E)
= Bﬁ(E*) C X5, N By(E")
= a(Xg) <k+e avec Xi- € Ty et Ve > 0
= inf{a(S)/S € Tg} <k=d(E,D) c.qfd

Proposition 2.5. Si E est isométrique a un dual X*, on a alors d(E, D) =1
et a(Xg) =1 avec Xog ="'poix(X) et ¢ est l'isométrie entre E et X*.

——o(E"E
démonstration . On a toujours a(S) > 1 car si B.(E*) C S| N By (E*) )

alors e <1

or d(E,D) =inf{a(S)/S € Tg} = d(E,D)>1.

E isométrique a X* et o cette isométrie : ||o]| = ||¢ '] =1

d(E, X*) = inf{|p| lg~ |/ isomorphisme entre E et X} < ]l
= d(E,X*) <1 donc d(E,D) < 1 d’o d(E, D) = 1

D’apres la proposition 2.4, on a a(Xg) <k =d(E,D) =1 et a(Xy) > 1
Alors a(Xg) =1

Définition 2.3. Soit F espace de Banach.

— On dit que yo € B1(E*) est faiblement fortement exposé dans By(E™)
s1:
drg € E t.g < yg,xg>=1 et
diam{y € By(E*)/ <y,xg >>1—n} — 0

n—-+o00

— On dit que xy € B1(FE) est fortement exposé dans By(E) si :
Jyo € E* t.q < yg,xog >=1 et
diam{x € B{(F)/ < yp,x >>1—n} — 0

n—-+oo



— On dit que E* a la propriété de Radon-Nicodym si By(E*) est l'en-
veloppe convere o(E*, E)-fermée de ses points faiblements fortement
ETPOSES.

— On dit que E a la propriété de Radon-Nicodym si By(E) est l’enveloppe
conveze fermée de ses points fortement exposés.

Lemme 2.1. Si z* est faiblement fortement exposé dans By(E*) alors
Id : (By(E*),0(E*, E)) — (B1(E*),||.||) est continue en z*.

démonstration . ©* est faiblement fortement exposé alors
JreFE /VYe>0,30 >0 tgq

<z*,x >=1 et diam{y* € Bi(E*)/ <y*, o >>1-4§} < 3.

Ainsi Ye > 0, B(x*,€) contient {y* € By(E*)/ < y*,x > > 1 — 6} qui
est un o(E*, E)-voisinage de x*

D’ot la continuité de 1d : (By(E*),o0(E*, E)) — (B1(E*),|.||) en z*.

Lemme 2.2. Soit E un espace de Banach t.q E* ait la propriété de Radon-
Nicodym.

Soit Rp = {f € E**/ kerf N B1(E*) est o(E*, E)-dense dans By(E*)}
Alors Rp est un sous-espace o(E**, E*)-fermé de E**.

démonstration . On va montrer d’abord que :
(A) f € R < Yy faiblement fortement exposé dans By(E*), f(y) = 0.

Une fois (A) démontré on a :
Si f,g € Rg alors Yy faiblement fortement exposé dans By(E*),
fy)=gly) =0

alors (A\f 4+ ng)(y) =0 donc A\f + ng € Rp et Rp est un s.e.v de E**.

S (fl)l suite de Rg t.q fl U(E*;)E*) f

Vi, fi € Rg = VI et Yy faiblement fortement exposé, < fi,y >= 0

= Yy faiblement fortement exposé, < f,y >= lim < f,,y >= 0 donc
f € Rg.

Parsuite Rg est o(E**, E*)-fermé dans E**.

Montrons a présent (A) :



=) Soit f € Rg et * € B1(E*) faiblement fortement exposé.

f € Rg = 3(x}); dans ker f N By (E*) t.q x} (BB .

D’apres le lemme 2.1, Id : (B1(E*),0(E*,E)) — (B1(E*),||.||) est
continue en x*
« fortement
alors x]
or ker f N By(E*) est fortement fermé = x* € kerf = f(z*) = 0.
<) On a Yy faiblement fortement exposé dans Bi(E*), f(y) =0
donc kerf contient tous les points faiblement fortement exposés de
By (E*).
kerf N By (E* est conveze (car kerf N By(E*) Uest) et

o(E*, E)-fermé et contient les points faiblement fortement exposés de
B (E").

*

)J(E*,E)

or E* a la propriété de R.N donc By(E*) est l’enveloppe convexe
o(E*, E)-fermée de ses points faiblement fortement exposés
o(E*
donc By(E*) C kerf N By(E¥) B
ainsi ker f N By (E*) est o(E*, E)-dense dans B1(E*) alors f € Rg.

Lemme 2.3. Soit E un espace de Banach. On a :
1. ig(E)N B(E*) = ig(Bi(FE)) est o(E**, E*)-dense dans By(E*").
2. Si F un espace de Banach t.q E* L\ F* soit une isométrie alors

Hoip(F)NB(E**) =Toip(Bi(F)) est o(E**, E*)-dense dans By(E**)

démonstration . On a évidemment ig(E) N By (E**) = ig(B1(F)) (resp.
Hoip(F)NB(E**) ='Toip(B1(F))) carig (resp. 'Ioir) est une isométrie.
J( **7 *
1. Supposons qu3E € By (E*) t.q & ¢ ig(E) N By (E**) B
D’apres Hahn-Banach,
g € E*tg< & ys >=1et<ny; >=0 Vn€ig(E)N B (E*)
Vo € Bi(E), ig(x) € ig(E) N B(E*) donc < y§,x >=0

O'(E**,E*)

Parsuite Vx € E, <y, z >=0

donc y; = 0 impossible car < &, y; >= 1.

Dot ig(E) N By (E*) est o(E**, E*)-dense dans By (E**).
2. Soit £ € B1(E**) alors In € B(F**)/ & ="1(n)
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n € Bi(F**) alors d’aprés 1),
. O'F**, *
)i dans ip(F) N By(F*) tgm "y

(‘I om); est dans ' oip(F) N By(E**)

ety € E*, I(y) € F* alors <, I(y) >—<n,1(y) >
s<!'Tom,y>—<&y> YyeE*, donc'lon oETEY

Dot 'l oip(F) N By (E**) est o(E**, E*)-dense dans Bi(E**).

Théoréme 2.1. Soit F un espace de Banach t.q E* ait la propriété de Radon-
Nicodym.
On a l’équivalence :

1. E isométrique au dual d’un espace de Banach.
2. E** =ig(E) ® Rg.

démonstration .

1=2) Soit X un espace de Banach t.q E isométrique ¢ X*.
Soit p: B — X* cette isométrie.
D’apres la proposition 2.2,
on a E** =ip(E)® Xg- avec Xo ='poix(X).

en effet : soit v € E t.q ig(x) € Rg

alors kerig(x) N B1(E*) est o(E*, E)-dense dans By(E™)

c.a.d {y* € By(E*)) <y*,x>=0} est o(E*, E)-dense dans By(E*)
donc Vy* € B1(E*), < y*,x >=0 alors ||z|]| =0 et = 0.

- OnaXOLQRE.

en effet : si f € Xy alors Xy C kerf

Or XoN By(E*) =t oix(Bi(X)) alors d’aprés le lemme 2.5,

XoN By (E*) est o(E*, E)-dense dans By(E*).

Comme Xo N By (E*) C kerf N By(E*)

alors ker f N By (E*) est o(E*, E)-dense dans By (E™).

ainsi f € Rp et X5 C Rp.
D’apres le lemme 2.2, Rg est un espace vectoriel et comme en plus
RrpNig(E)={0} et X C Rg, alors E** = ig(E) ® Rg.
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2=1) D’apres le lemme 2.2, Rg est un s.e.v o(E**, E*)-fermé
et comme E** = ig(E) ® R donc Rg € Tg.

D’apres la prposition 2.2, E est isomorphe o (Rg)% .
Or (Rg), ={y€ E*/ < f,y>=0Vf € Rg}
ainsi (Rg)1 N B1(E*) contient les points faiblement fortement exposés

de Bl (E*)

Comme E* a la propriété de Radon-Nicodym, alors B1(E*) = (Rg),. N B1(E*)
donc a(Rg) =1 et d’apres la proposition 2.4, d(E,(Rg)}) = 1.
Parsuite E est isométrique a (Rg)? .

o(E* E)

3 Caractérisation de HROSENTHAL des es-
paces de Banach contenant ['(N)

Le but de cette partie est de donner une caractérisation des espaces
de Banach contenant ['(N) qu’on utilisera dans la partie concernant 1'unicité
des préduaux. Nous allons énoncer un théoréme trés important de Baire en
donnant une idée de la preuve, puis procéder par une série de lemmes pour
aboutir au théoréme principal a la fin de cette partie.

Lemme 3.1. Soit X espace de Baire et soit F; une suite de fermés qui

o
recouvrent X. Alors UF; est un ouvert dense.
J

démonstration . On pose O = UF;
J

F="C0 est un fermé, il s’agit de montrer qu’il est d’intérieur vide.
On a FF=UFNF; car les F; recouvrent X.

FﬂEferméetm:@

car FNF, CCF.NF, doncF/ﬂ\Fi CCENE =0
les (FNF;); sont des fermés d’intérieur vide et X de baire donc F' = UFNF;

est dintérieur vide. c.q.f.d

12



Définition 3.1. Soit X un espace métrique et f une fonction réelle sur X.
On dit que f est de premiére classe de Baire si f est limite simple d’une suite
de fonctions réelles continues sur X.

Théoréme 3.1. (Théoréme de Caractérisation de Baire)
K espace métrique compact et f fonction réelle sur K. On a [’équivalence :

1. f est de premiere classe de baire sur K.

2. Pour tout fermé M de K, f,;n a au moins un point de continuité.

démonstration .

1=2) Soit (f;); suite de fonctions réelles continues sur K qui converge sim-

plement vers f.
Pour n,q € N, on pose F1 = {x € K/ |fi(x) — fn(x)]
(fi)1 converge simplement vers f donc ¥q, on a K =

les 1 sont fermés car les f; conlinues.
K métrique compact donc de Baire, donc d’apres le lemme 3.1

O, = gOFg est un ouvert dense dans K.
(Og)q suite d’ouverts denses et K de Baire donc MOy est dense dans K.
q

Montrons alors que tout point de NOy, est un point de continuité de f.
q
Soit x € NO,. Soit e >0 et q t.q%<§
q

xEOqéHnt.qxelﬂgg

ainst AU, € v, t.q Uy C FY
vy € Up, |fm(y) = fily)l <2 Vm,l>mn
| = 00 = |fuly) = ) <1 < £

Soit m > n fizé, f,, étant continue en z alors

AU, € v, t.q Vy € Uy, |fm(y> - fm(x)| < %

SoztU:UlﬂUQ € Uy

Vy € U, [f(x) = FW)] < [f(2) = (@) |+ frn(2) = frn (W) + [ fin () = £ ()]
> |f@) = J@ < 5+5+5=¢

ainsi f est continue en . c.q.f.d
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La démonstration reste la méme si on remplace K par M fermé dans
K car M serait aussi compact.

Enfin remarquons qu’on a ainsi montré que si f est de premiére classe
de Baire alors l'ensemble des points de continuité de f est un Gs-dense.

2=-1) Je vais me contenter de donner une idée de la preuve.
K étant fermé alors dxg € K point de continuité de f.
Soit € > 0,
il existe donc Uy ouvert de K t.qVz,y € Uy, |f(z) — f(y)| <e
Fy = K — Uy est un fermé, donc de méme d’apres [’hypothese
AU, owvert de K t.qVz,y € Uy N Fy, |f(z) — f(y)| <e€
Fy = Fy — U;y est fermé ainsi
AUs ouwvert t.qVr,y € UsN Fy, |f(x) — f(y)| <€

ainsi de suite, on a donc construit des fermés emboités t.q la varia-
tion de [ sur F; — F; 1 est inférieure a €.

On a donc une fonction escalier f. constante sur F; — Fy 1 et t.q
If =l <e

On montre alors que f. est limite d’une suite de fonctions continues et
puis que c’est aussi le cas de f.

Définition 3.2. Soit X espace de Banach.

On dit qu’un élément de X** est de premiéere classe de Baire s’il est limite
o(E**, E*) d’éléments de X.
L’ensemble des éléments de premiére classe de Baire sera noté I'y(X).

Lemme 3.2. Soit B espace de Banach. X sous-espace de B et G € X** un
élément de premiere classe de Baire de B**.
Alors G est de premiére classe de Baire de X**.

démonstration . G est de premiére classe de Baire de B** alors
Jb, B @ avec b, € B. On suppose ||G|| = 1.

Montrons que YN, d(By(X),conv{by,...}) =0 (1).

ot conv{by,byi1, ...} est Uenveloppe conveze fermée de {by,...}.
Une fois (1) démontré on a :
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I(xy)n dans By(X) et (an), avec a, € conv{by,,...} t.q ||z, — a,|| — 0
o(B**,B*) . .

ora, — G cara, est combinaison convexe des by.

donc x,, (BB G avec x,, dans X.

ainsi G est de premiére classe de Baire de X**.

Montrons (1)
supposons qu'3AN/ d(By(X),conv{by,...}) >0
Comme By (X) et conv{by,...} sont convexes alors
d’aprés Hahn-Banach forme géométrique
I € B t.q sup &(x)< mj{&(bz)

i>

r€EB1 (X)

IG(&)] < sup  |H(E)| < sup [&(x)| car Bi(X) est o(X**, X*)-dense
| H||<1,He X" 2€B(X)
dans By (X*)
done |G(&)| < inf&(b;) < lim&(b;) = G(§)  contradiction.
i>N i

Lemme 3.3. X espace de Banach. K la boule unité fermée de X* avec la
topologie o(X*, X). Soit f € X**

Si f/i est une fonction de premiere classe de Baire sur K, on a alors f est
un élément de premiére classe de Baire de X**.

démonstration . Soit f € X** t.q f/x soit de premiere classe de Baire sur
K.

Il suffit de montrer que f € I'1(X) pour X = C(Q2) avec Q compact.

en effet : on pourrait prendre Q = K

et T:X — C(Q)
T — x/q o <x/,§>=<E§ 1>

Comme ||z)o|| = sup <& x>=|z| alors T est une isométrie.
£eQ=K

Notons E la boule unité de C(Q)*

et T*: C(Q)* — X* la transposée de T.

T* envoie donc F dans K, et on a T** f = foT*

Comme f est une fonction de premiére classe de Baire sur K et T isométrie
qut envoie E sur K, alors foT™* est une fonction de premiére classe de Baire
sur E.

une fois on montre le lemme pour C(Q), on aurait T**f € T'1(C(Q))
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Or T**f € (TX)** donc d’aprés le lemme 3.2, T**f € T'1(TX) et parsuite
f e T1(X) puisque X et TX sont isométriques.

Travaillons alors avec X = C(2) ot Q2 = K espace compact.
K étant la boule unité de X*.
On identifie X* avec M(QY) a laide de

v M(Q) — X~
po— ()

ot Y(p)(g) = [ gdu pour tout g € X, et M(Q) est espace des mesures si-
gnées sur ().

pour p € M(2), on note

supp p = {xz € Q/ |u|(U) > 0 pour tt ouvert U voisinage de z}

et pour S fermé dans Q, on note P(S) lensemble de toutes les probabilités
e M(Q) t.gsupp p CS.

P(S) C K car si p € P(S) alors ||p|| = [p|(Q) =1=pue K.

P(S) est o(X*, X)-fermé dans K car si (u,)n dans P(S) converge o(X*, X)
vers .

alors 1 = p, () — w(Q) = w(Q) =1 donc p probabilité.

comme supp (1 S Usupp jin < S alors p € P(S) et P(S) est donc

o(X*, X)-fermé dans K.

On note P,y (S) Uensemble des mesures atomiques dans P(S) et

P, Uensemble des probabilités de P(S) qui sont absolument continues par rap-
port a .

On a Py (S) et P, sont o(X*, X)-denses dans P(S).

Soit g € X** défini par g(pn) = [, f(w)dp(w) pour tt € M(Q).
g€ I'(X) car f/a est une fonction de premicre classe de Baire sur (2.

Soit h = f—g, hjq est donc une fonction de premiere classe de Baire sur €.

Montrons que h =0
On a his) =0 V€ Pul®) (1)
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Sih #0, alors v € P(Q) t.q h(v) #0

On peut supposer que h(v) > 0 sinon on multiplie h par -1.

On note Z = {\ € M(2)/ N << v} [l'ensemble des mesures absolument
continues par rapport 4 v

Par le théoréeme de Riesz,

3¢ fonction mesurable bornée t.q h(\) = [¢d\ YA€ Z  (2)

en particulier, h(v) = [¢dv > 0 done [¢Tdv > 0 ou ¢ est la partie
positive de .

Soit c>0t.qu(E)>0 00 F={weN pw)>c}

Side P(Q) est t.g \CE) =0

alors [ ¢d\ = [, pdX>c.  (3)

Soit alors u € P(Q) définie par u(B) = % pour tout ensemble mesu-
rable B.

On a évidemment << v et n(®E) =0

ainsi P, C Z et VA € P, A(®E) =0 car u(°E) = 0

Donc d’apres (2) et (3), on a

h(A)>c YAeP, (4)

Soit alors S = supp p. Donc h > ¢ sur P,(S) qui est un ensemble dense
de P(S), et h =0 sur P, (S) qui est un ensemble dense de P(S).

Ainsi h)p(s) n'a pas de points de continuité dans P(S) qui est o(X*, X)-fermé
dans €.

Or h)q est de premiére classe de Baire sur (1, ce qui est contradictoire d’apres
le théoréeme 3.1.

Donc h =0 parsuite f = g € I'1(X). c.q.f.d

Lemme 3.4. Soit K espace compact et | fonction réelle bornée sur K n’ayant
aucun point de continuité. Alors AL fermé de K et r,6 € R avec § > 0 t.q
(O) pour tt ouvert non vide U de L, Jy,z € U t.q fly) >r+3d et f(z) <r.

démonstration . Vn € N*, on pose

Ay ={r e K/VU v, Jy,z€U tq fly)— f(z) > 1}

f n’a aucun point de continuité sur K donc

Ve e K,Ine N* t.qVU € v, Jy,z€ U/ f(y) — f(z) >+
ainst K = L#An.
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A, est fermé car si x € EAn alors
U € v, ouvert t.qVy,z € U, f(y) — f(2) < + ainsi U C C4,
donc BAn est ouvert.

K étant compact, il est de Baire alors Ing/ A,, # 0

On pose Uy = A, et Ko = Uy et § = %

Q = (rn)n>1, on pose

B,={r € Ky/ VU € v, Jy,z€ UNKy t.q f(z) <ry, et f(y) >r,+ 5}
les B,, sont fermés (comme pour les A,,).

Ky =UB, car sixz € Kog=U,
alors YU € v, ouwvert, UNUy # 0 ainsi U N Uy € v,
orx € Ky C A, doncJy,zecUNUy t.qfly) — f(z) >0

=3n/ f(z) <r, < fly) =0 ainsi f(z) <r, et f(y) >r,+0
donc x € B,

De méme K, étant compact (fermé dans un compact), il est de Baire

donc 3ny/ BC;LI #0

On pose V = B, et L=V et r=ry,
et donc on a trouvé L,r et § t.q (U) soit vérifiée.

Définition 3.3. On dira qu’une suite (A,, B,), de paires d’ensembles est
indépendante si
Vn, A, N B, =0 et pour tt Fy,F, C N finis disjoints on a
NnA,)N(nN B,
(nEFl ) (nEFQ ) 7& @

Lemme 3.5. Soit f, L,r et § satisfaisant le lemme 3.4.

Soit G un sous-ensemble borné de C(L) et supposons que f appartient
l'adhérence de G pour la topologie de la convergence simple.

Alors il eziste une suite (gn), de G t.q si

A, ={z €L/ gy(x)>r+0d} et B,={x €L/ go(x) <1}

alors (An, Bp)n est indépendante.

démonstration . Soit y1,y2 € L t.q f(y1) > 7+ 9 et f(y2) <1 (¢a existe
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d’apres le lemme 3.4)

Comme f est dans l'adhérence de G (pr la convergence simple)
alors 3g1 € G t.q 1(yy1) > 1+ 0 et g1(y2) <r

n—1
Supposons gy, ..., gn_1 construits de telle sorte que 'D1 €Ay 10

n—1
les A; et B; sont ouwverts car g; continues (car g; € G) donc Dlel-A,» ou-
vert de L, donc d’aprés le lemme 3.
n—1
Elyiayg € igleiAi LLQ f(yi) >r+0 et f(y§> <r (6 = (617 "'>€n71) )

donc 3g, € G/ gn(y5) >r+0 et g,(ys) < r d’ou 6161-142» # 0

La suite (g,), ainsi construite répond donc a la question.

Définition 3.4. On dit q’une suite bornée (f,)n d’éléments d’un espace de
Banach est équivalente a la base usuelle de I'(N) si

36 > 0 t.q pour tout n et tous cy, ...c, scalaires on a 0 |c;| < || D2 cifill-

n
i=1 i=1

Proposition 3.1. Soit X espace de Banach. Supposons qu’il existe (fpn)n
dans X équivalente & la base usuelle de ['(N).
Alors il existe un sous-espace de X isomorphe a I'(N).

démonstration . Soit 6 > 0 t.q pour tout n et tous ci,...c, scalaires on a
5; jail < | ;Cz’fin'

Soit M espace vectoriel fermé engendré par les f,.

Soit p: I'(N) — M
(Cly ey Cpy ) — chfl

@ est évidemment linéaire et bijective.
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@ est continue car || Y cifill < qd el ot q = sup f;
' n ' n
o~ st continue car n, 3° |ci| < 1| 32 e fil done [l ()] < Hall.
i=1 i=1

Donc ¢ est un isomorphisme.

Lemme 3.6. Soit (g,)nenm suite bornée de fonctions réelles sur un ensemble
L, ¢ et r des réels avec 6 > 0. On suppose que (A, Bp)nen est indépendante.
o A, ={x €L/ go(x) >0+r} et By,={x €L/ gy(x) <r}.

Alors (gn)nem est équivalente & la base usuelle de I'(N).

démonstration . On peut supposer 6 +r > 0 sinon on multiplie g, par -1.

Considérons une suite de scalaires (¢;)ien 00 seulement un nombre fini des
¢; est non nul et Y |¢;| = 1.

Il suffit de montrer qu’il existe s € L 1.q | Y. cigi(s)| > 2 (1)

On aurait || > cigil| > 3, et si ¢, ...,c, sont des scalaires quelconques alors
5

en posant ¢; = ﬁ;,‘ et en appliquant (1) on a || ¢ fil > 23|
1 i=1 i=1

alors (gn)nem serait équivalente o la base usuelle de I*(N).
Soit G={i€ M/ ¢; >0} et B={ie€ M/ ¢; <0}.

G et B sont finis puisqu’un nombre fini des ¢; est non nul. G N B = ().
Comme (An, Bp)nen est indépendante alors

<iQGAi) i (iQBBi) 70 et <iQBAi> : (iQGBi> 70
Soit alors x € (iQGAi) N (iQBBi) et y € (iQBAi) N (iQGBZ-) #0
Ona ). cgi(x) =Y, —|clgi(x) carsiie B, ¢; <0

i€B i€B
Orxe ﬂBBZ- donc g;(z) <r
1€

D’ou
S i) > —r Y el

i€B 1€EB
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De méme > ¢;gi(y) = > |cilgi(y) car sii € G, ¢; >0
i€G i€G
Orze .ﬂGBi donc g;(y) <r
S

Dot
— Zcigi(y) > _TZ |cil

i€G 1€G

De la méme maniere on a :

z:clgZ > (0+7) Z|c,

i€G e
et
= agily) > (6+1)> el
i€B icB

ainst

Z cigi(x) = Z cigi(z) + Zcigi(x) > Z lei| (6 +7) + Z les| (=)

ieM i€G i€B i€eG i€B
et

= eigily) =) lalE+r)+ D lel(-
ieM i€B icG

donc

|Zczgz($)|+‘zczgz | >Zczgz Zcz.%(y) Z(SZ|CZ| :5

ieM ieM ieM ieM ieM

ainsi ou bien | Y cigi(x)| > £ ou | Y cigi(y)| > 2
ieM ieM
D’ou (1) est vérifiée.

Théoréme 3.2. Soit B un espace de Banach séparable.

Supposons qu’il existe G dans B** t.q il n’existe aucune suite (b,), de B qui
converge vers G pour o(B**, B*). (G ¢ I'1(B))

Alors B contient un sous-espace isomorphe a [1(N)
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démonstration . On note K la boule unité de B* avec la topologie o(B*, B).
G ¢ T'\(B) alors d’apres le lemme 3.3, G/ n'est pas une fonction de pre-
mieére classe de Baire sur K.

D’apres le théoreme 3.1, AM fermé dans K t.q Gy n’a aucun point de conti-
nuité.

D’apres le lemme 3.4, AL fermé dans M et des réels r,0 avec 6 > 0, t.q
(O) du lemme 3.4 soit vérifiée.

On suppose |G| = 1.

on pose S={ge€ C(L)/ Ibe B t.q|bl| <1etg(x)=uaxb) VeelL}
D’aprés le lemme 2.3, G, est dans l'adhérence de S pour la topologie de la
convergence simple.

Ainsi par les lemmes 3.5 et 3.6, 3(gn)n dans § équivalente a la base usuelle
de I*(N).

1l suffit de prendre (b,), dans la boule unité de B t.q gi(z) = x(b;) Vi et
Vo € L.

D’apres la proposition 3.1, le sous-espace engendré par les b, est alors le
sous-espace de B isomorphe a ['(N).

4 Epluchabilité

Dans cette partie, on va introduire la notion d’épluchabilité. On
donnera des exemples d’applications et des propriétés essentielles qu’on uti-
lisera par la suite dans la partie concernant 'unicité des préduaux.

Définition 4.1. Soit C' un convexe fermé borné d’un espace de Banach E.
On dit que C est épluchable si pour tout ensemble o(E, E*)-ouvert non vide
w de C et pour tout € > 0, il existe un o(F, E*)-ouvert non vide w. de C
inclus dans w et de diameétre < e.

Définition 4.2. On dit qu’un espace de Banach E est localement uniformé-
ment convexe (Lu.c) si
pour tout z t.q ||z|| =1 et (x,), dans Bi(E) t.q ||*5k=

—>1
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on a ||x — x| f— 0.

Proposition 4.1. Si E est lL.u.c alorsId : (B1(E),o(E, E*)) — (Bi(E), |.]])
est continue en tout x t.q ||z|| = 1.

. . ‘ o(E,E")
démonstration . Soit z t.q ||| =1 et (z,), dans B1(E) t.qz, — «x
|z|| = 1= 32" € By(E*) t.q<z*,x>=1

o(E,E*
T (—> ) x donc < ZL’*,.CUn >— 5[7*,1‘ >=1 alors < I*, H% >—1

Or

T+ T,
2

<x*,x+2x” > <

<1

done || Z522 || — 1 et comme E Lu.c alors ||z — z,|| — 0
n—oo

D’od la continuité en x.

Proposition 4.2.
Si E est lu.c alors B1(E) est épluchable.

démonstration . Soit w un o(E, E*)-ouvert non vide de By(E).

Soit vy #0 € w, &, ....,& € E* et r >0 t.q
Do{x € BI(E)) <&,x—x90><r}Cuw

Soit € > 0,

D’apres la proposition 4.1, Id : (By(E),0(E, E*)) — (B1(E), ||.||) est conti-
nue en H;_EH

alors 30, et ng,...,Nm € E* t.q

Vo e Bi(E), si <nj,x— 22 > <0 Vj alors ||z — Hi—gH” < Feal

llzoll
ainsi Yo € By, (E), si <1nj,1 — 20 > < 0c||20]| = ve Vj alors ||z — x| < §
On pose :

we ={x € Bi(E)NBjgo(E)/ < &, —x0 > <71 et<n;,x—x9 > <7 Vi,j}
we est un o(E, E*)-ouvert non vide de diameétre < € et w. Cw
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D’ou Bi(E) est épluchable.

Lemme 4.1. Soit E un espace de Banach.
+ et . sont continues pour la topologie o(E, E*).

démonstration .
~ Soit v,y € E, et U un o(F, E*)-voisinage de x + y.
31,8 e Ef etr >0 t.gq
ﬁl{z €eE/ <&z—(x+y)><r}CU

Soit Uy = Fﬁ{zeE/ <& rz—z><L}

et UQ—Q{ZGE/ <&,z y><%}

Uy (resp Ug) est un o(E, E*)-ouvert contenant x (resp y),
et U1 + UQ Q U
D’ot + est continue pour o(E, E*).

- Soitx e B et Ae K.
Soit U un o(E, E*)-voisinage de \.x

3,6 € EF et r>0t.q 61{z €eE/ <& z—Ax><rpCU

on pose
n
Ul:igl{ZEE/ <&,z—1>< ﬁ}

D = z’Ql{t ceK/ [t—)A < W}
Pourte D et z€ Uy, on a
| <& tz—Aa> | <t=AL] <& 2> |+HA] <& z2—r>|<if+5=r

ainst D.U; CU
D’ot . est continue pour o(E, E*).

Proposition 4.3. Soit E un espace de Banach.
Si E a la propriété de Radon-Nicodym alors Bi(E) est épluchable.

démonstration . Notons Fr [l'ensemble des points fortement exposés de
By (E).

E a la propriété de Radon-Nicodym alors Bi(E) est l’enveloppe conveze fer-
mée (fortement) de Fg c.a.d B,(FE) = convFg.
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Soit w un o(E, E*)-ouvert de By(E).

w est un ouvert pour la topologie faible donc ¢’est un ouvert pour la topologie

forte alors wNconvFg # )

EIx—thlew avec x; € Fg etZt = 1.
i=1 =1

w est o(B, E*)-ouvert = 36,,.... 6, € E* et 3r > 0 t.q
Uo = ﬁ{y € Bi(E)) <&y—a><r}Cuw

Soit € >0

Vi=1,...,n, x; est fortement expose.

=n €L et de; t.gq<m,z;,>=1cet
diam({y € Bi(E)/ <mi,y>>1—10c}) <e

On pose U; ={y € By(E)/ <mni,y>>1—0.,} et o= mmd62

i=1,.

On pose U, = t1U; + ... + t,U,  c’est un o(E, E*)-ouvert car + et .

continues pour la topologie o(E, E*) d’aprés le lemme 4.1.

Soit we =UNUy# 0 car x = t;x; € Ue (car z; € Uy) et x € U.
i=1

we est o(E, E*)-ouvert et le diamétre de w, est < €

n n
car st Y,z E we =y = Y tiy; et z = t;z
i=1 i=1

ly =zl < X tillyi — 2l Sedti=e
i=1 i=1
Donc By(F) est épluchable.

sont

Lemme 4.2. Si E est un espace de Baire alors tout ouvert non vide de E

est de Bajire.

démonstration . Soit U un ouvert non vide de E et soit (O), suite d’ou-

verts denses dans U.
Il s’agit de montrer que NO., est dense dans U.

Soit O, =T U 0!, ouvert de E.
Montrons que (On)n est une suite d’ouverts denses dans E.

Soit O ouvert non vide de E.
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SioNU=0=0NT=0=0C U =0n0,+#0

Si ONU #0 alors c¢’est un ouvert de U.
= 0/ NO0NU)#0D car O, est dense dans U.
=0Nn0,#0

Done (Oy,),, est une suite d’ouverts denses dans F.
Or E est de baire alors NO,, est dense dans FE.

Soit maintenant O’ ouvert non vide de U. C’est un ouvert de E car U ouvert
de E. B

done O'N(NO,) #0=0'nTUNO,) #0

OroO'nU=0car O CU

ainsi O' N (NOL) # 0 et NO., est donc dense dans U.

D’ou U est de Baire.

Proposition 4.4. Soit E un espace de Banach.
Si E est séparable et (B1(E),0(E, E*)) est un espace de Baire alors Bi(E)
est épluchable.

démonstration . Soit U un o(E, E*)-ouvert non vide de By(FE).
Soite >0et S={rcE/ x| <5}

Comme E est séparable alors Vo € By(F), 3z, dans B1(E) t.q ||z — z,|| <
donc x € (x, +5)N By (E)
D’ot (), dans B1(E) t.q B1(E) = LEJN(xn +S)N By (E).

£
2

Vn, x, + S est o(E, E*)-fermé car si x, + sg g}iE—’E:) y alors
VE € Bi(EY), | < &y —a, > | = lim] < &5 > | <
Donc |ly — x| < § ainsiy € 2, + 5.

£
2

U= UN(xn +S)NU qui sont o(E, E*)-fermés dans U.
ne

Or (B1(E),0(E, E*)) est de Baire et U est o(E, E*)-ouvert dans B,(E) donc
d’apres le lemme/.2,
on a (U,o(E,E*)) est de Baire.
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—_——N
ainst Ing/ Ue = (2o +S)NU # 0 (o4 Uintérieur est pour la topologie
o(E,E%)).

Ue est o(E, E*)-ouvert et C U et de diameétre < e
Donc Bi(E) est épluchable.

Proposition 4.5. Soit E un espace de Banach.
Si B1(F) est épluchable alors (By(F),o(E, E*)) est de Baire.

démonstration . Soit (Uy,),>1 suite de o(E, E*)-ouverts qui sont o(E, E*)-
denses dans By(F).
Montrons que NU,, est o(E, E*)-dense dans By (FE).

Soit xg € Bi(F) et & € E* et rg > 0

On note Bg,(xo,m0) = {x € Bi(E)/ | < &,z —x9 > | < 19} c'est un
o(E, E*)-ouvert.

Pour simplifier les notations, on supposera que les Be(x,r) forment un sys-
teme fondamental de voisinages o(E, E*)-ouverts de By(F) a la place de

‘613& (l’, T)'

Uy est o(E, E*)-dense = Uy N By, (xo,10) # 0 et c’est un o(E, E*)-ouvert
de Bi(E)

B1\(E) épluchable = 3Ir, €]0, %[ et & € E* et 11 t.q

Be, (x1,71) C Uy N Be,(x0,70) avec diamBe, (x1,11) < 1o

Uy est o(E, E*)-dense = Us N Be, (x1,11) # 0 et c’est un o(E, E*)-ouvert
de Bi(E)

B1(E) épluchable = ry €]0, F[ et & € E* et x5 t.q

Be,(x9,72) C Uy N Be, (w1,71) avec diamBe,(x9,13) < 11

une fois construits xo, Ty, ..., Ty

Uni1 est o(E, E*)-dense = U1 N B, (x,,7,) # 0 et ¢’est un

o(E, E*)-ouvert de By(E)

B\(E) épluchable = 3y, €]0, %[ et i € E* el 241 Lg

Be,  (pi1,7n41) C Upgr N B, (T, ) avec diamBe, (i1, Tng1) < Tn

Onal0<r,<2"y=>r, — 0

n—oo
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La suite (x,,), est de Cauchy (pour la topologie forte)

car pour € > 0, Ing/ Vn > ng, r, <€

st k’l > Ny, Bﬁk (J?k, Tk) - BEnOH (mno-l-la Tno-l—l) et Bﬁz (xlvrrl> - BEnOH (mno-l-la Tno—i-l)
= xp et 71 € Be, y (Tngt1,Tngr1) €t diamBe,  (Tngs1, Tngr1) < Ty

done ||zy, — || < diamBe, , (Tngt1, Tngr1) < Tng < €

ainsi (xy,), est de Cauchy.

Comme By(E) est de Banach alors (x,,), converge (pour la topologie forte)
vers .

Vn >0 etVk>1, Be,,, (Tnsk: Tntk) € Be, (Tn, )

=S| <& Tpap— T > | <r VE>1

k—oo=|<&,x—x,>|<r, car&, continue.

donc © € Be, (xn, 1) Yn >0

Donc x € nng§"<x”’ ) C n@lUn et © € Be,(x0,70)

= Be,(20,70) N <nQ1U") # () et ceci Vg € B1(E) et V& € E* et Vrg > 0
donc n@lUn est o(E, E*)-dense dans By (F).

Dot (B1(E),o(E, E*)) est de Baire.

5 Unicité des préduaux des espaces de Banach

On a traité jusqu’a présent l'existence des préduaux et on a vu que
lorsque E* a la propriété de Radon-Nicodym, (Rg), était un prédual de E.
Par la suite, on ne s’interessera qu’a 'unicité de ces préduaux et on utilisera
les résultats des parties 3 et 4.

Définition 5.1. Soit E un espace de Banach.
On dit que E est unique prédual normique de E* si pour tout espace de Ba-
nach F t.q ™ soit isométrique a E*, et toute isométrie I de E* sur F* on

Proposition 5.1. 5i F est unique prédual normique de E*, alors tout Banach
F t.q F* soit isométrique a E* est isométrique a F.
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démonstration . Soit I :E* — F* [isométrie. On a alors :

F* L Ex* ainsi ig ' ol oip est une isomtrie de F sur FE
T
F E elle est bien définie car 'l oip(F) =ig(E)

Lemme 5.1. Soit E un espace de Banach.
Ry, ={f € E®/ kerf N By(E**) est o(E**, E*)-dense dans B,(E**)}.

Si R, est un espace vectoriel alors E est l'unique prédual normique de E*.

démonstration . £ = ig(F) donc ig-(E*) = E* = (ig(E))*.

En appliquant la proposition 2.1 avec Z = ip(F) et en remplacant E par

Remarquons que Ry = Rp+ déja définie dans le lemme 2.2.
Ainsi d’apres le lemme 2.2, Ry Nig«(E*) = {0}.

Montrons que (ig(E))* C RY,

en effet : si f € (ip(E))* alors ip(E) C kerf.
D’aprés le lemme 2.3, ig(E) N B1(E**) est o(E**, E*)-dense dans By (E**)
ainsi ker f N B1(E**) est o(E**, E*)-dense dans By(E**) d’ou f € RYy.

E®) = ip(E*) @ig(E)*
ip(E): C Ry
R’ espace vectoriel

= R = ig(E)* et donc (Ry), = ip(E).
Soit F Banach t.q F* soit isométrique a E*.

Soit I : E* — I une isométrie.

Montrons que 'T oip(F) = ig(E); Pour cela que 'l oip(F) = (R}),.

Ona (‘Ioip(F))r C Ry :

en effet, si f € (‘I 0ip(F))*t alors'Ioip(F) C kerf.

D’apres le lemme 2.3, 'Toip(F)NBy(E**) est o( E**, E*)-dense dans By(E**)
alors ker f N By(E**) est o(E**, E*)-dense dans B1(E**) d’ou f € RY.
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D’autre part, ‘1 oip(F) C E** et ("I oip(F))* = F* = E*
En appliquant la proposition 2.1 avec Z ="'1oip(F) et en remplagant E par
E* onaE® =ip(E*)® (*oip(F))*.

E® =ip(E*) @ (1oip(F))*
ip-(E*) N Ry = {0}
(‘Toip(F))*: C Ry
R, espace vectoriel

donc(R’g), ="' oip(F).
Dou'loip(F)=ig(E)=(Rg).. cqfd

= R = (Toip(F))*

Lemme 5.2. Soit E Banach. Supposons qu’il existe un sous-ensemble A
de Bi(E*™), o(E**, E*)-dense tel que pour tout sous-ensemble convere X de
By (E**), fortement fermé et o(E**, E*)-dense dans B1(E**), on a A C X.

Alors E est 'unique prédual normique de E*.

démonstration . On va montrer que R, est un espace vectoriel et utiliser
le lemme 5.1.

Soit f,g € R

Xy =kerfNB(E*) et Xo = kergN By (E**) sont 2 sous-ensembles convezxes
fermés et o( E**, E*)-dense dans By(E**)

alors A C X, et A C Xy donc A C kerf NkergN By (E**)

or kerf Nkerg C ker(Af + ug) alors A C ker(Af + pg) N By (E*)

Comme A est o(E**, E*)-dense dans Bi(E**) alors ker(\f + ug) N By (E**)
est o(E**, E*)-dense dans By (E**)
Ainsi \f + pg € Ry et Ry est un espace vectoriel.

Lemme 5.3. Soit F Banach. On note C ’ensemble des points de continuité
de

1d : (By(E*), 0(E*, E*)) — (By(E*), |||

Si conv(C) est o(E**, E*)-dense dans Bi(E**) alors E est unique prédual
normique de E*.

démonstration . Vérifions que les hypothéses du lemme 5.2 sont vérifiées
pour A = conv(C).
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Soit X un sous-ensemble conveze fermé o(E**, E*)-dense dans By(E**).
Montrons que conv(C) C X :

Soit x € C, comme X est o(E**, E*)-dense dans B1(E**) alors

A(xy); dans X t.q x o(EE x

or Id : (By(E*),0(E**, E*)) — (B1(E**),||.||) est continue en

fortement
alors xr;” —

Comme X est fermé alors x € X donc C C X
Comme X convezxe alors conv(C) C X
D’apres le lemme 5.2, E est unique prédual normique de E*.

Lemme 5.4. Si o € B1(FE) est fortement exposé dans By(FE), alors ig(xg)
est faiblement fortement exposé dans By (E**)

démonstration . Soit € > 0,

xg fortement exposé = y* € E* t.q <y*,xg>=1et 36 >0 t.q
diam{x € B1(E)/ <y*,x > >1—-0} <e

On a alors < ig(xg),y* >=1
Reste a montrer qu’d’ > 0/ diam{¢ € By(E**)/ <& y*>>1—-0} <e¢

Montrons d’abord que ip({x € Bi(E)/ <y*,x>>1—1}) est
o(E**, E*)-dense dans H = {{ € B{(E*)/ <&y >>1-4} (A)

en effet, si ¢ € H
Comme ip(B1(E)) est o(E**, E*)-dense dans Bi(E**), alors

Hzp)n dans B1((E) t.qip(z,) (BB £

=>< &y >=lim <y, x> >1—g
n

= Ing/ Vn > no, <y*,xn>>1—g

ainsi (T, )n>n, est dans {x € B\(E)/ <y*,x>>1-3} etip(z,) I

o(E** E*
D (A) et H=ig({z € BuB)] <yz>>1-2p ")
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ainsi H C ip({z € Bi(E)] <y'.x>>1-1})

d’ou diamH < diam ig({z € B1(F)/ <y*, x> >1-4})

diam ip({x € Bi(F)/ <y x> >1—-0}) =diam{z € B\(F)/ <y, z>
>1—0} carip isométrie.

D’ou diamH < ¢

ainsi 36' = §/ diam{¢ € B{(E*)/ <&y*>>1—-§} <«
Done ig(xg) est faiblement fortement exposé dans By(E*).

Théoréme 5.1. Si E* ne contient pas de sous-espace isomorphe a I*(N),
alors E est unique prédual normique de son dual.

démonstration . On va montrer que R, est un espace vectoriel et appliquer
le lemme 5.1.

Soit f,g € Ry, on a kerf N By(E**) et kerg N By(E**) sont o(E**, E*)-
denses dans By(E*™).

B 2 IY(N) alors d’apres le théoreme 3.2, Vf € E** [ est de premiére classe
de Baire de E** et donc d’aprés le théoréeme 3.1, [’ensemble des points de
continuité de [ est un Gy-dense.

Notons Cy = {pts de continuité de f : (B1(E**),0(E**, E*)) — R}
et Cy = {pts de continuité de g : (B1(E**),o(E**, E*)) — R}

Cy et Cy sont des Gs-denses de (By(E**, E*),o(E**, E*)).

Comme kerf N By(E**) est o(E**, E*)-dense dans Bi(E**) alors f s’an-
nule sur tous ses points de continuilé.

alors Cy C ker f N B1(E**), de méme Cy C kerg N By(E*).

d’'ou CyNCy C kerf NkergN By (E**) C ker(Af + pg) N By (E*)

or Cy N Cy est une intersection de 2 Gs-denses donc c’est un Gs-dense
donc CyNCy est dense car (By(E**),o(E**, E*)) est compact donc de Baire.
parsuite ker(\f 4+ pg) N B1(E**) est o(E**, E*)-dense dans By(E**)

ainsi \f + g € Ry et Ry, est donc un espace vectoriel. c.q.f.d
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Théoréme 5.2. Si E a la propriété de Radon-Nicodym alors E est unique
prédual normique de son dual.

démonstration . Notons Fp = {x € Bi(E)/ x est fortement exposé dans
By(E)}.
E a la propriété de R.N = B(F) = conv(Fg)

On a ig(conv(Fg)) = conv(ig(Fg)) :

en effet, ig(conv(Fg)) est convere (car ip linéaire) contenant ip(Fg)

= conv(ig(Fg)) Cig(conv(Fg))

on peut alors appliquer ig™", ip '(conv(ig(Fg))) est convere contenant Fg
= conv(Fg) Cig *(conv(ip(Fg)))

= ip(conv(Fg)) C conv(ig(Fg))

D’apres le lemme 5.4, on a ig(E) C H = {{ € Bi(E*)/ £ faiblement
fortement exposé}

D’apres le lemme 2.1, on a H C C' ou C est ’ensemble des points de conti-
nuité de Id : (By(E**),0(E**, E*)) — (B1(E**),||.||)

ainsi conv(ig(Fg)) C conv(C)

Or conv(ig(Fg)) = ig(conv(Fg)) = ig(B1(F)) est o(E**, E*)-dense dans
By(E*)

donc conv(C') est o(E**, E*)-dense dans By (E**)

D’apres le lemme 5.3, E est unique prédual normique de son dual.

Lemme 5.5. Soit E un espace de Banach.

Si z est un point de continuité de Id : (B1(E),o(E,E*)) — (B1(E),|.]|)
alors

ip(x) est un point de continuité de Id : (B (E**),o(E**, E*)) — (B1(E**), ||.||)-

démonstration . Soit € > 0, 3x7,...,z;, € E* et 0 >0 t.q
siye Bi(E)/ <xf,x—y><dVi alors |z —y| <e (continuité en z)

soit z € B(E**) est t.q |z} (ip(x) —2)| <6 Vi<n
o(B**,Ex)

Jyr € Bi(E) tqyy —> "z
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ainsi ko t.q Vk > ko et Vi, |zi(x —y)| < 6

done ||z —yi|| < e Vk > ko

alors ||z — z|| < € car si ||z — z|| > € alors

dz* € By(E") t.q |z*(x — 2)| > € donc a partir d’un certain rang on aurait
|z*(x — z)| > € contradiction.

D’ot la continuité de Id : (By(E*),o(E**, E*)) — (B1(E**), ||.||) enig(z).

Théoréme 5.3. Soit E un espace de Banach.
St E est Lu.c alors E est unique prédual normique de son dual.

démonstration . On note S = {x € E/ ||z|| = 1}

E est Lu.c alors d’apres la proposition 4.1,

Id: (Bi(E),0(E,E*)) — (B1(E), ||.]|) est continue en tout point de S.
D’apres le lemme 5.5, Id : (By(E**),o0(E**, E*)) — (By(E**),||.]|) en tout
point de ig(S).

On note C l’ensemble des points de continuité de

1 (By(E),0(E*, E*) — (By(E**), .|

On aig(S) C C donc conv ig(S) C convC.

Or conv ig(S) = ig(convS) (la démonstration est similaire & celle vue dans
le théoréme 5.2) et convS = By(E).

ainsi ig(B1(E)) C convC.

D’apres le lemme 2.3, ig(B1(F)) est o(E**, E*)-dense dans By(E**) donc
convC' est o(E**, E*)-dense dans By(E**).
D’aprés le lemme 5.3, E est unique prédual normique de son dual.

Théoréme 5.4. Soit E un espace de Banach.
Si B1(FE) est épluchable alors E est unique prédual normique de son dual.

démonstration . Soit € > 0
On note A, la réunion des o(E'E*)-ouverts de By(E) de diamétre < e.

By(E) est épluchable = YU o(E, E*)-ouvert de By(E), 3U. C U avec U,

o(E, E*)-ouvert de diameétre < e donc UNA. # 0
Ainsi A, est o(E, E*)-dense dans By(F).
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(A1), est une suite de o(E, E*)-ouverts qui sont o(E, E*)-denses dans B1(E).
D’apres la proposition 4.5, (B1(E),o(E, E*)) est de Baire.
ainsi NA1 est o(E, E*)-dense dans By(FE).

On note Q l'ensemble des points de continuité de

Id: (By(E),0(E, E")) — (Bi(E), []})

1
reQeVneN, U o(E, E*)-ouvert t.q x € U C B(x, 2—)
n

SVneN, v e Ax
SrenA:
n n

Donc Q =NA: est o(E, E*)-dense dans B1(FE).

ainsi ip(Q)) est o(E**, E*)-dense dans ig(B1(F)) qui est o(E**, E*)-dense
dans By(E**)

D’ot ip(Q2) est o(E** E*)-dense dans By (E*).

D’apres le lemme 5.5, ig(Q2) C C.
ainsi convC' est o(E** E*)-dense dans By(E**) et d’aprés le lemme 5.3, E
est unique prédual normique de son dual.

Remarque . On a vu que si F est L.u.c alors By(FE) est épluchable (proposi-
tion 4.2), de méme si E a la propriété de Radon-Nicodym (proposition 4.3).
Ainsi avec le théoreme 5.4, on retrouve les résultats trouvés dans les théo-
remes 5.2 et 5.3 et le fait que si E est l.u.c ou a la propriété de Radon-
Nicodym alors F est unique prédual normique de son dual.

Donnons maintenant quelques applications du fait que E soit unique
prédual normique de son dual.

Théoréme 5.5. Soit E un espace de Banach unique prédual normique de
son dual.

Si F espace de Banach tel qu’il existe une isométrie I de E* sur F™*. Alors I
est la transposée d’une isométrie de F sur E.

démonstration . [ : E* — F* isométrie.
Comme E unique prédual de E* alors 'I o ip(F) = ig(E).
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t
I . . .
P —— E** Soit alors f =ig totloip

Foim B
[ est bien définie car 'I o ip(F) = ip(FE) et est évidemment une isomé-
trie.

Reste o vérifier que 'f =1
Soit x € E*, montrons que ' f(x) = I(z).
pour cela que <'f(x),y >=<I(z),y > Vy€F.

<'f(z),y >=<u,f(y) >
=<'Toip(y),r >
=<ip(y),I(z) >
=<I(z),y > c.q.f.d

Remarque . Si F espace de Banach unique prédual de E*. Alors toute iso-
métrie de E* est la transposée d’une isométrie de E. (Il suffit d’appliquer le
théoreme 5.5 avec F' = E).

Proposition 5.2. Soit F espace de Banach unique prédual de E* et tel que
E* est unique prédual de E**.
Alors toute isométrie I de E** est la bitransposée d’une ismoétrie de E et

ip(E) = I(ip(E)).

démonstration . E* est unique prédual de E** et I isométrie de E**, alors
d’apres le théoreme 5.5 1 ="'f o f est une isométrie de E*.

Comme [ isométrie de E* et E unique prédual de E* alors ' foig(F) = ig(E)
et f ="'u avec u isométrie de E.
ainsi '('u) = I et I(ig(E)) =ip(E).

Lemme 5.6. Soit E espace de Banach.
Si B* est séparable alors E est séparable.
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démonstration . Si E* est séparable alors S = {& € E*/ ||&|| = 1} Dest
ausst.

Soit alors (&), dense dans S.
€]l = sup| < &z > | =1.

[lz]l=1
ainsi Vn, Jx, t.q |lz.| =1 et | < &,z > | > 3
Soit M espace vectoriel fermé engendré par les x,,.
1l s’agit de prouver que M = E pour avoir E séparable.

SiM+#FE=3xeE/x¢ M fermé.

D’aprés Hahn-Banach, 3§ € E*/ ||€|| = 1, < {z >=1 et < &y >= 0
Yy e M.

ainsi Vn, < & x, >=10

Vn, 5 <| <& tn > | <6 = Ellllzal + | < & 2n > |
donc Vn, § <||& — €| — 0 car &, dense dans S.
n—oo

impossible.
D’ou M =F c.q.f.d

Remarque . Dans le prochain théoréme, on admettra qu’un dual séparable
a la propriété de Radon-Nicodym.

Théoréme 5.6. Soit E espace de Banach.
St E** séparable alors toute isométrie de E** est la bistransposée d’une iso-
mélrie de L.

démonstration . E** étant un dual séparable alors E** a la propriété de
Radon-Nicodym.
Comme E s’identifie a un sous-espace de E**, alors FE a aussi la propriété de
Radon-Nicodym.

Comme E** est séparable alors d’aprés le lemme 5.6, E* [’est aussi donc
E* a la propriété de Radon-Nicodym.

D’apres le théoreme 5.2, E est unique prédual de E* et E* est unique prédual
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de E**.
D’apres la proposition 5.2 on a le résultat.
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