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1 Introduction

Le but de ce travail est de regrouper quelques resultats importants
dans la théorie locale des espaces de Banach.
Le point de départ est la décomposition de John qui joue sans doute un réle
crucial. I’inégalité de Grothendieck et le Théoréme de domination de Pietsch
sont des outils dont on aura besoin.
Une grande portion de ce travail est basée sur un article de R.Vershynin
[12], dont le résultat principal permet, étant donné un opérateur linéaire de
norme 1, d’extraire une partie de la décomposition de 'identité (c.a.d des
points de contacts) qui est équivalente sous I'action de cet opérateur a une
base orthonormeée de 5. Ce résultat généralise en un certain sens le principe
d’invertibilité de J.Bourgain et L.Tzafriri, et permet d’obtenir un lemme du
type Dvoretzky-Rogers.
On parle aussi de la distance au cube qui est un sujet assez difficile et pas
entierement résolu, et on montre que R}, < ené (voir aprés pour la défini-
tion de RZ), cette estimation a été obtenue par A.A.Giannopoulos [6] en se
basant sur les travaux de S.Szarek et M.Talagrand [9] .
Finalement, en bien combinant le résultat de R.Vershynin [12] et un théo-
réme de M.Talagrand |11], on obtient des plongements de % tout en ayant
une information sur la position de la section.

Remerciements : Ce travail a été fait sous la direction de D.Cordero-
Erausquin et O.Guédon. Je tiens a les remercier pour tous les conseils et
les remarques qui m’ont été trés utiles.
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2 Décomposition de John

Definition 2.1. On dit qu’un corps convexe K C R"” est en position de John
si By C K et By est lellipsoide de volume maximal contenue dans K.

Remarques.

1. Si K corps convexe C R”, alors Ju € GL,, tel que u(K) soit en position
de John.

2. Si X est un espace vectoriel normé de dimension n. On a une isométrie
d’espaces de Banach entre (X, ||.||x) et (R", [.||). On dira que X est en
position de John si I'image de Bx la boule unité de X dans R" 'est.
Alinsi, quitte a changer la structure euclidienne sur R”, on peut toujours
supposer que X est en position de John.

3. On notera K° ={y € R"/Vz € K, < z,y >< 1} le polaire de K.

Théoréme 2.1 (Décomposition de John). Soit K C R"™ un corps conveze
symétrique. K est en position de John si et seulement si By C K et il existe
(w)iz1.m avec |u;| = ||ui||x = 1 tel que :

Démonstration.

=) 1l s’agit de montrer que Id = Z c;u; ®u; avec u; points de contacts. En

d’autres termes que - Lrd = Z —u; ® u; avec Z

c.a.d que 21d € T = conv{u ® u/u point de contact} qui est fermé.
Ralsonnons par ’absurde et supposons que —I d¢T

Par le théoréme de Hahn-banach, 3 ¢ forme linéaire (sur M,(R)) tel
que

1
go(ﬁld) < pu®u) Yu point de contact. (1)

Soit H = (hjx) la matrice n x n de ¢
H(A) = Z hjkajk ol A= (ajk).

Ji,k<n
On peut supposer que H est symétrique :
en effet,
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H = H, + H, avec H, symétrique et Hy anti—symetrique
VA symétrique, Hy(A) = Z hﬁ)ajk Z h Jag; =0

7.k
ainsi (1) & Hy(+1d) < Hi(u ® u)
On peut supposer que Tr H =0
sinon on remplace H par H = H — Tr(H)I,
et comme I,,(21d) = I,,(u®@u) = Tr(+1d) = 1 donc (1) reste la méme.
Ainsi H(+1d) = +Tr H = 0.
Donc (1) devient 0 < Z hjk(u®w);, ¥V u point de contact.
7.k
Soit 6 > 0 et I's = {z € R"/*x(I, + 0H)x < 1}.
['s est une ellipsoide.
Si u point de contact alors
tuHu = Zh]’k(u Qu)jk >0 et ‘tuu=|u*=1
4k
ainsi ‘u(l, + 5H)u >1 donc ugls Vo >D0.
Siye 0K et yn'est pas un point de contact alors ‘yy > 1.
x — ‘xHux est continue et 0K compact donc elle est bornée.
Ainsi 369 >0/ ‘'x(l,+ 0H)x >1 Ve IK.
Alors siz € OK on a x ¢ I'y, donc I's, C K.

Montrons que I's, a un volume plus grand que celui de Bj, pour cela
que det(I, + doH)™t > 1
Si (N)i=1. n sont les valeurs propres de I,, + 0o H, on a

ZA —Tr W+ 00H) =1

v 1
Par I'inégalité arithmético-géométrique Ai)r < — AN=1
r Pinégalité arithméti gmrlqu,q:[)_n;
Donc det(I,, + 6o H)™' > 1
Contradiction avec le fait que K est en position de John.

<) Montrons que BJ est 'ellipsoide de volume maximal contenue dans K.
Soit (e;)i=1.» la base canonique de ]R”

< i
Soit I' = v(BY) = {x/z LG < 1} C K une ellipsoide.

i<n

A; etant les valeurs propres de v, il s’agit de montrer que H)‘i =
i

det v < 1.
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Vj, u; € K° donc u; € I'° = {x/Z)\f <me > <1}

7
ainsi V7, Z)\f < Uy, € >2 < 1a10rschZ/\? < Uy, € >2 < ch =
i j i j

Tr(Id)=n
D’autre part, ch <uj e >t =< chuj @ uj(e;),e; >=|e;> =1
J J
1
Par I'inégalité arithmético-géométrique, A2)w < — N <.
g g que, (J[ A7 <=3 A7 <

A i<n

Ainsi det(v) < 1, donc K est en position de John.

Remarques.

1. Il existe une version de ce théoréme dans le cas non symétrique. L’énoncé
serait le suivant :
Un corps convexe K est en position de John si et seulement si Bf C K
et il existe (u;); avec |u;| = ||wi|]|x = 1 et des scalaires (¢;); tel que :

Zciui:O et Id:Zciui(X)ui

2. Si K C R" corps convexe en position de John alors BY C K C \/nBY.
en effet, si z € K, |z]*> = ch < uj,x >>
J

or < u;,r >2< 1 car u; point de contact, ainsi |z|? < ch = n.

J
Ceci permet alors de dire que si R} = max{d(X,13)/X Banach de dimension n}
ou d est la distance de Banach-Mazur, alors R} < /n.
Mais comme d(I%,1%) = /n alors Ry = /n.

3 Distance de Banach-Mazur au cube

On note BM,, = { X espace de Banach de dimension n}.
BM,, est appelé le compact de Banach-Mazur ou le compact de Minkowski.
Par la décomposition de John, on a vu que Ry = /n ainsi BM,, est contenu
dans la boule (pour la distance de Banach-Mazur) de centre I3 et de rayon

NG
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Une question naturelle est d’estimer le rayon si on change le centre, par
exemple pour [T ou [T.

Par le Théoréme de John, on a évidemment que /n < R” < n.

Quelques travaux dans cette direction ont permis de répondre partiellement
a cette question sans toute fois trouver les estimations optimales :

S.Szarek a montré en considérant des espaces aléatoires que R > cy/nlog n.
Bourgain-Szarek [3] ont montré que R = o(n). Ce résultat a été amélioré
par Szarek-Talagrand [9] qui ont obtenu R < cns.

on présente ici en détail, un résultat du a Giannopoulos [6] qui obtient
R, < c¢n$ en suivant les mémes méthodes que dans [9] mais en amélio-
rant une version du lemme de Sauer-Shelah.

On rappelle le lemme de Sauer-Shelah qu’on aura besoin :
m—1

Si D C {-1,1}" avec |D| > Z (7;) alors o C {1,..,n} avec |o| > m tel
i=0
que P,D ={-1,1}° ou P, désigne la projection sur les coordonnées de
o.

Lemme 3.1. Soil uy,..,us € R" avec |u;| < 1.
Pour tout € € [0,1], 3o C {1,..,s} avec || > (1 —¢)s tel que :

Fo(T) D ev/e[=1,1)7 ou T'={(8;)5s5/ | ) djuyl* < 25}

Jj<s

Démonstration. On note S = {1,..,s}, @ = [-1,1]° et Q, = [-1,1]7

k-1 k—1
ak:Zﬁ et 51{2221
i=0 i=0

Soit Dy = {(£);20 € {1, 1%/ | Y ejuy? < 25}

Jj<s

205 < [ 13 s
DC

I j<s

S / | Z €jUj’2d6

J<s

=27 " Juyl?

J<s
< 5.2°
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Donc |D§| < 2571 et alors |D,| > 2571
-1

Ainsi |Dy| > Z (f) avec | > 5
i=0

Par le lemme de Sauer-Shelah, Jo; C {1,..,s} avec |o1| = | > 3 tel que
Po (Dy) ={-1,1}"
Comme D; C I'NQ alors Q,, C P,,(I'NQ)

Montrons par récurrence que :
Joi, C {1, .., s} avec |ox| > (1 — 55)s tel que Py, (o' N BrQ) D Qo

On vient de montrer le cas k = 1.
. k
Soit Dia = {(e))jee € 25{=1, 117170/ | 3 g < 25)
Jjéok
On peut identifier Dy41 avec O,, X Djyyq. Ainsi un élément de Dy s’écrit
(€/)j<s avec
ej=0s1j€0, et g€ {—22.25} sij € oy et |Zsjuj|2 <2s

J<s
26Dl < [ 1Y sl
Disr jgon
S/’ZEjUdeE
J€ok
= 28717kl 2R N 2
JEok
< 257 lokl 9k |5
Or |0y > (1 — 55)s donc |of| < 5
Ainsi 25| D, | < 2571oxl g
Dot |Df,,| < 2571kl 71 et |Dyyy| > 287 lonl=
-1
Donc |Dgyq| > Z (8 _Z.|gk|) avec | > £(s — |o|)
i=0

Par le lemme de Sauer-Shelah, 307, C S\ 0}, avec |0} 4| > 5(s — |ox]) tel
que Py (Diyr) = {—23,25}%

ou encore apreés identification que PakuU,’;+1(Dk+1) = Oy, X {—25, 25}";“
Comme Dyyy CI'N2:Q alors Oy x 2°Qgr | C Poyuor (231N 25Q)

6
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On pose op41 = 0, Uoj

ok 1| = [ok] + 0% 1]

1
> |og| + 5(8— o)

>s+1<1 1)
-+ —(1—=)s
-2 2 2k
1
:(1_2k+1)8

Reste a vérifier que Py, | (1] N frs1Q) D Qo

Soit a € Q,, et b € QUZ+1 ; (a,b) € Qg .y

Par I'hypothése de récurrence, on a que a € Py, (o' N 51 Q)
Ainsi 3z, € BrQor,, tel que (a,24) € Py, (' N Q)

k—1 k
b=z € (Br+ DQoz,, or fr=>» 2=
=0

— donc By +1=2*
alors b — z, € 2’“@02+1 parsuite (0,0 — z,) € P uor (2§F N 2kQ)

2—-1
+1

Ainsi (a,b) = (0,0 — 2,) + (@, za) € Py, (I’ N G111 Q)

On a donc :

Vk, 3oy, C S avec |0y > (1 — 55)s tel que

[—1,1]7 C P, (o' N BrQ) C Py, (a]") C Pak(\/%_lf‘) car oy =
sizelet|al <1alorsarel

ou aussi que (V2 —1)y/5[—1,1] C P, (I)

[
[

i

1
kE—1

—¢)s tel que

Sie e [0,1], Ik tel que 5 < ¢

Jo = oy, avec |o| > (1 — &)s
Y

IN

2
)8 = (1

Po(T) > (VE— 1)y/Z 1,117 > Y22 B[~ 1,1)7

Ainsi Ve € [0,1], Jo C {1,..,s} avec |o| > (1 —¢)s tel que
PO'(F> - C\/g[_la 1]0

Remarques.

La dépendance en € dans le lemme 3.1 est optimale.

En effet, considérons I'exemple suivant :

Soit n =s4+1et u; = \%(ei +e,) Vi <s ou (e)i<n est la base canonique

v

7
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de R™ .
DI 5(2 57+ (6
J<s J<s J<s
D’ou si (0,)j<s € I' alors 255 <4s et \me <2y/s

J<s J<s
Soit € € [0, 5] fixé. (on s’interesse & & petit).
Soit o C {1,..,s} avec |o|] = m > (1 —¢)s. On prend es > 1 sinon c’est
trivial.
Si(t,..,t) € P,(T) alors 3(6;),¢ tel que

mt2+2(5]2- < 4s et \mt+26jl < 2V/s

Jj¢o jéo
Par Cauchy-Schwartz on a |Z 8] < (Z 5]2)%.|ac|%
J¢o jéo

Ainsi
mit] < 2¢/5 4> ]
Jj¢o
<25+ ()82l
j¢o
< 2v/5 4 Vids — mt2.\/es
< 2y/5+2¢/zs
Donc $slt| < |mt| < 2y/s + 2¢/es
Alors |t| < \/ig + 44/
D'ou [t| < 8y/e
Lemme 3.2. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en position
de John.

Soit Z un sous-espace de X de dimension k.
Alors pour tout | < k, il existe un systéme orthonormal (z;);<; dans Z tel que

lllx > A2 > e i<,

Démonstration. Montrons qu’il existe z € Z tel que ||z]|x > \/%

v >4 /E  ou Pestla

n

Il s’agit donc de trouver z* € B(X™) tel que || Pz*|
projection orthogonale sur Z.

X*Z\/%alorsﬂzeZtelque<x*,z>2\/%

8

car si || Pz*|
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. . k
ainsi ||z||x > \/;

Soit Idy« = Z Ajz; @ x; décomposition de John dans X™.
J
En particulier Z Aj = n.
J

P*=Pet PoP=P. Donc P=PP=>) \Pz]® Pz
J
Ainsi k = dim Z = Trace(P) = Z /\]||Px;‘||§
J
Si Vj, [Pz} < \/% alors Z)\]Hijﬂg <k impossible.

J
Ainsi 35 tel que ||[Pz}|l2 > \/E Donc || Pz} x+ > \/% car B(X*) C Bj.

On a donc trouvé z; € Z tel que ||z1||x > \/g

On remplace Z par Z; = Z Swvect(z); dim Z, =k — 1.
Par le méme procédé, on montre U'existence des (z;);.

Lemme 3.3. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n tlel que BY
soit Uellipsoide de volume minimal contenant Bx (c.a.d X* est en position
de John).

Pour tout ¢ € [0,1], 31, ..xs des points de contacts avec s > (1 —e)n tel que

d(xj, vect(x;)iz;) 2 Ve Vj=1,.s

Démonstration. Soit ¢ € [0, 1]
Soit s le plus petit entier > (1 —e)n, et x1, ..z, des points de contacts tel que
A = conv{£x;; i < s} a un volume maximal parmi tous les ensembles de
cette forme.
On pose F; = vect(x;)ix;
d(z;, F;) = ;ré%g d(z, F;) car sinon Jxr € By un point de contact tel que

d(z, F;) > d(x;, F;). En remplacant x; par x dans A, on obtient un ensemble
de volume plus grand ce qui contradit le fait que A est de volume maximal.
Ainsi on a en plus que les z; sont linéairement indépendants, donc que
dim F; =s—1

Par le lemme 3.2,

n—(s—1)

Vj =1,..s Jy; un point de contact tel que |Ppry;| >
J

9
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o _ _ —s+1
Ainsi d(z;, Fy) = maz d(z, Fj) = maz|Proa| 2 |Ppuys| 2 /255
or s —1 < (1—¢)n ainsi 2= > ¢

D’ou d<$J>F‘]) > \/g

Proposition 3.1. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n tel que
B} soit ’ellipsoide de volume minimal contenant Bx.
Alors pour tout € € [0,1], 321, .., z,,, des points de contacts avec m > (1—e)n
tel que :

| Z a;z;| > c— Z ;| pour toute suite de scalaires (a;)j<m

i<m ]<m

Démonstration. On applique le lemme 3.3 avec 5, on a :
3z, .., avec s > (1 — §)n tel que d(z;, vect(x;) ) > /35

On pose u} = z; — Plaj); i

<u,x;>=0 Vj#i

< U;,Ii |.I’1’2 ‘P[Iﬂj;ﬁixiyg - d(xl7veCt(xJ)J7éi)2 >
luj|* =< uf,uf >= ;| — [Py, wl? =< uj, ;>

£
2
J#l
/
u'
2
Jui|?

On a donc < u;,x; >=0;; et |u;| < \/g

Soit U; =

On applique le lemme 3.1 & \/—ul i<s
ainsi 3o C {1,..,s} avec |o| > (1—5)s > (1—¢)n tel que P,(I') D ¢y/e[~1,1]7
On prend pour z; les x; avec j € o

Soit (a;)je, des scalaires.

On écrit a; = b; + ic;

Soit (6;)jeo et (QJ)jEU les signes respectifs de (b;),c, €t (¢))jeo-

Soit (d;);<s et (07)j<s les extensions respectives de (cy/e0;)jeo et (cv/20))jeq

10
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dans T'.
£
|<Zajx],z — 0] \/>uj>|<|2ajx]\ ]Z — 0] \/;uj|
j€o j<s jECT 7<s
< 2| Zajxj|.\/ 2s car 0 et §; € T
JjE€oT
S 2\/5\/ﬁ| Zajxj|
JjECT

D’autre part,

|<Zajzj,z zé’)fuj>|>|20f 10;] + |ej]) + i(ev/Ebc; — e/edjb )]\/7<x],u]>

j€o 1<s JECT

>ce ) (bl + i)

j€o

> ce Y ajl

j€o

Ainsi ) “Ja,;| < | aja;|

j€o j€o

Théoréme 3.1. Pour tout espace de Banach X de dimension n, on a d(X, () <
ens. Ainsi R, < cns.

Démonstration. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n.
On peut supposer que X* est en position de John. Sinon par une isométrie
(d’espaces de Banach) on est ramené a ce cas.
En effet, 45 : X* —> R" tel que SX* soit en position de John. On définit
alors [y

Soit £ € [0, 1] qui sera fixé plutard.

Soient x1, .., x; des points de contacts provenant de la proposition 3.1.

(k= (1-¢e)n)

Soient ¥y, .., ¥n_x base orthogonale de [z, .., z;]*.

On normalise les y; de facon a avoir ||y;|| < 1. 1l suffit de prendre |y;| = \/Lﬁ

car par le Théoréme de John on a \%Bg C Bx C By.

11
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Pour tout scalaires (t;);<x et (s;)i<n—r 0N a:

Doltl+ D sl = 1) tiwg+ Y sl car [l < et |yl <1

j<k i<n—k <k i<n—k
> \th:cj + Z SiVi car Bx C By
j<k i<n—k
= (| thxj]2 + | Z siil?)? par orthogonalité
<k i<n—k
1 1
= (| Z%‘%‘F +- Z |si]*)2
i<k i<n—k
7|Zt%|+ Z’Sz ))
i<k i<n—k
> — Zt | —|— )1 Z |si])  par Cauchy — Schwartz
\/_ J<k i<n—k
> — Z It + Z |si]) par la proposition 3.1
\/_ i<n—k
>

\/_Z|j|+ \/_Z‘S’ carn —k <en

i<n—k

%I

[un

ce __ 1 N ol —
pc))our\/ﬁ—n\/gc.a.ds—cn 3
na

Dol Do s =Dt + Y sl

<k i<n—k <k i<n—k
> C/"_%(Z |t;] + Z |sil)
<k i<n—k

On consideére 7" : X — [} défini par :

Tx;=e; pour 1 <1<k et Ty, =e;xp pourl <i<n—~k
T isomorphisme et |T| < ené et |77 < 1

Do d(X,17) < ent

12
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4 Inégalités de Grothendieck et Théoréme de
Domination de Pietsch

Théoréme 4.1 (Inégalité de Grothendieck). Soit H un espace de Hilbert
de dimension n et A = (a;;)ij<n matrice n X n et soit T1,..,Tp, Y1, ..Yp € H
de norme < 1. On a alors :
1Y iy <@y > | < Kgmax{| Y agsits]/ |sif <1, ]t;] < 1}

ij ij
ot K¢g est une constante universelle appelée constante de Grothendieck.

Démonstration.
On note [|a]| = max{| > aisit;|/ |si] <1, ]t <1}
Y]
et N(a) = sup{| Zaij < zj,w; > |/ 21, .20, w1, .., w, € H de norme < 1}.
1,3

On va d’abord construire un plongement de H dans Ly([0, 1]).
Soit (ex)r base orthonormée de H.
Six e H, xzz < x,e, > eg; on note & =< x, e >.
k
On définit X : [0,1] — R par X (¢ Z &ri(t) ou les ry sont des variables

de Rademacher.

X103 = Jy X(t)%dt = Zé“k = |l=]|*.

Siy= anek alors < X,Y >= fo XY (t)dt = Zflmk =<x,y >.

k k
ainsi ¢ : H — L*([0,1]) qui & x associe X est un plongement.(C’est une
isométrie sur son image)

On va alors travailler avec X au lieu de x et bénéficier de I'inégalité de
khintchine.
Soit M > 0, pour = € H, on pose :

Lo X(t) si| X(t)| <M
X = {signe(X(t)).M sinon

et XY(t) = X (t) — XE(t).

[ XE()] < [X ()] et [XE(H)] S ainsi [|X*[ls < [[ X2 < 1.
Si | X(t)] < M alors XY(t) =

Si|X(t)| > M, alors XY(t) = ( ) — signe(X(t)).M.

13
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donc signe(XY(t)) = signe(X(t)) et | XU(t)] =|X(t) - M
Pour m,s > 0, ms < m? +S—Cads§m+§.

- X(t X (t)2
Ainsi |X()|<M+ et |XU()|§W.

Donc | XY < 157 HXHf‘l < OB X2 par khintchine.
Parsuite || XY, < 2.
Sixy, .., Ty, Y1, Yo € H de norme < 1, on a :

]Zaw<xl,y]>|—|/ Zaw (t)dt|
1
<| / Zainf(t)iij(t)dt| T / Sy XU (Yt
ij 0 7
+|/ Za” (t)dt|
XU (1)
§M2 il + — / ai-Z—Y-Ltdt
Sl gl || Eo i 0

3 /1 YU(t)
— CLlXZt J dt
Wy 2O

3
< M? —
< Mol + 55

16M2

N(a)

D’ou N(a )<M2||a||+ sriV(a).
pour M > 5 N( ) <5 2M zllall.
et pour M 2 on a N( ) < 28a.

Remarques.
Le membre de droite dans I'inégalité de Grothendieck représente || Al .

G.Pisier a montré que K¢g < (%)%

Definition 4.1. Soit X,Y des espaces de Banach. Soitl < p < oo.
On dit que u : X — Y linéaire est p-sommante si pour toute suite x1, .., x,
dans Xona:

ZHW H“<CSUP{Z|I w))r/ 2t € BX")}.

La mellleure constante C est mp(u).(C’est une norme sur l'espace des appli-
quations p-sommantes pour laquelle ce dernier est un Banach)

14
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Remarques. u est p-sommante si et seulement si u envoie toute suite faible-
ment p-sommante en une suite fortement p-sommante.

Théoréme 4.2 (Théoréme de domination de Pietsch). Soit X,Y deus
espaces de Banach. Soit u : X — Y opérateur linéaire et K ensemble pré-
faiblement compact de B(X*). Alors u est p-sommante si et seulement si I
probabilité sur K et une constante C tel que :

Vo e X, |Jux|| < C([f, <a*,x>P dp(z*))7.
La meilleure constante C est my(u).
Démonstration.

<) Soit z1, .., z, € X.

> flua|” < CPZ/ | < a* x> |Pdp(a”)
i=1 i=1 VK

< C’psup{Z] <az*,x; > 1P/ 2" € B(X")}

i=1
Donc u est p-sommante.

=) On identifie C'(K)* avec M(K) I'espace des mesures boréliennes sur K.
Pour M C X fini, on définit g, : K — R par :

gu(a) =Y (JualP = my(w)?| < 2%,z > 7).

zeM
On note Q 'ensemble des applications de la forme g,,.

Q est convexe : en effet,
Si gar et gy sont dans Q et A €]0, 1[.

Agar + (L= Ngar) (@) = S (Ju(hra) [P — my(w)?| < «*, Arax > [)

xeM
+ 3 (a1 = 2pa) P = mp(w)?] < o, (1= N)paz > ")
xzeM’
:gM//(Qf*) ou M//:)\%Mu(l_)\)%M/
On note P = {f € C(K,R)/ f(z*) > 0 Vz* € K}.

P est un ouvert convexe.
Comme u est p-sommante alors 3z* € K tel que gy (z*) < 0, ainsi P
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et Q sont disjoints.

Par le théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique), 3u € C(K)* =
M(K) tel que :

<p,g><c<<u,f> pourtout g€ Q et feP.

Comme 0 € @ alors ¢ > 0.

Si ¢ > 0, comme P contient les constantes > 0 on aurait ¢ < ¢. Donc
c=0.

<p,g><0<<upu, f> pour tout g € Q et f € P. (2)
On peut supposer que 4 est une probabilité, ceci ne change pas (2).
Ona [, gdp <0  pour tout g € Q.
Soit x € X, on pose M = {z}. On a alors :
JicUuz|P = mp(u)?| < 2*, 2 > [P)dp(z*) < 0.
Comme 4 est une probabilité alors |luz| < m,(u)([ ]| < z*,2 >
1
[Pdp(z))?.
Proposition 4.1. Soit 1 <p<2etneN. Soit u:ll — lg linéaire.
On a alors m(u) < Kgllul|.

Démonstration. Soit 1, .., x,, dans [ . (On peut supposer que m = n).
Il s’agit de montrer que :

1 1
O luailliy)? < Kellullsup{(Y_ Iy, @xl*)2/ lylly < 1}
k=1 k=1

n
Par homogénéité, on peut supposer que A := sup{(z |y,xk|2)%/ lyllm <
k=1
1} = 1.
n
On note (u;;); j<n la matrice de u. Ainsi ue; = Zuijei.
i=1

Soit (yi)i<n € Bl?' (yl:» + % =1)
Appliquons 'inégalité de Grothendieck (4.1) & (wi;¥i)ij<n
pour w;, z; € Blg on a

| Z UijYs < Wsy 25 > | < KGmax{| Z u”yls,tﬂ/ |Sz| < ]_, |t]| < 1}

ij<n ij<n
or sit = (t;)j<n et ys = Zyisiei € Bjp on a:
i<n
1> wgyisity] =< u(t), ys >< |[u(®)]ly, < [Jul-
2,j<n
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D’ou | Z Uil < Wiy 25 > | < KGn"LL”
ij<n
Soit z; = (Tk;)k=1.n les j*"° coordonnées des xy.
z; € B} car Z|xkj| %: Z| < Tg, €5 > | )% <A=1.

- &mi

Soit w; € Bg tel que < Zuijyizj,wi = || Zu”yzzjﬂg
Jj<n Jj<n
o . 1
Ainsi Y I ugyizilla < Kellull cad > O 1Y wyiagl?)? < Kellul|
i<n  j<n i<n k<n j<n

ou encore Z \yJ(Z | Zuijxkj|2)% < Kgllu|| et ceci pour tout y € Byz.

i<n k<n j<n

1
Done |1 uijwni )y ally < Kellul.
k<n j<n

cad (YO0 wyry®E)r < Kelul.

i<n k<n j<n

O el = (321D wigansl”) )

k<n k<n i<n j<n
= II( Z’Zuzjka’ k=1. nHl2
i<n  j<n
1
< Q0D wgansl”)i= ranlley )
i<n i<n

1
= (Q_Q_ 1D wa)®)?

i<n k<n j<n
< Kgllul

Proposition 4.2. Soit u : I} — I linéaire. Alors 3 7 C {1,..,m} avec
7] > % tel que [|Pruflase < (Z)2 oo
P, deszgne la projection sur les coordonnées de T.

Démonstration. u* : [ — [}
Par la proposition 4.1, on a m(u*) < Kg||w*||im -
On sait que K¢ < (g)%
Par le théoréme de domination de Pietsch (Théoréme 4.2 ), 3 (\;)i<ym avec
)\i>0et2)\¢:1telque:
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m
1 7T % 1
Ve €13, [u'(z)] < m(u ZAI )2 < ( 5 u ||l@.’g—>zg(2/\i$?)2-
i=1
. o . 2
Soit 7= {i <m/ A\ < =} ,
Si 7| < alors |[7¢] > 2 et Z)\ > Z)\ > E|TC| >1 absurde.
i<m 1ETE
D’ou |7]
|u* (Pra)]

m
2 ’
(3)2 | |oosa(2 Z%’

Ainsi ||u*PY||aa < ( ) || ||Oo_>2 et par dualité on a || Prul|2—s < ( ) llw|l2=1-

2
<

N \

Remarques.

On peut améliorer ce résultat. En effet, si w: [§ — 7" et € € [0, 1]

Alors 31 C {1,..,m} avec |1| > (1 — e)m tel que || Prulja—2 < (ng) | ull2—1
Pour cela il suffit de prendre 7 = {i < m/ \; < ;n} et continuer la preuve
comme précédemment.

5 Suites hilbertiennes et Besseliennes. Principe
d’invertibilité de Bourgain-Tzafriri.

Definition 5.1.

1. Soit X et Y deux espaces de Banach.
Soit (x;); suite dans X et (y;); suite dans Y.
On dit que (z;); et (y;); sont K-equivalentes s’il existe K5, Ky avec
K K, < K tel que pour toute suite finie de scalaires (a;); on a :

=D aylly <D azsllx < Kl Y azyilly-
j j j

2. On dit que (z;); est K-Hilbertienne si pour toute suite finie de scalaires
1
(a;); ona || > ajw;|| < KO las)2.
J J
3. On dit que (:BJ) est K-Besselienne si pour toute suite finie de scalaires

jona g Z\%I 2<HZ%%H

Lemme 5.1. Soit Id = Z x; @x; décomposition de l'identité sur un espace
J
de Hilbert H.
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Soit T : H—H linéaire. Alors on a ||T||%s = Z | T3 ot |||l ms désigne
J
la norme de Hilbert-Schmadt.
Démonstration. ||T|%¢ = Tr(TT).
OnaTT* :ZT:Uj@)ij
J
en effet, siy € H,

ZT:L‘]@)T% Z<ij,y>Ta:]

J J

= T(Z <x;, Ty > x;)

= T(Z z; @ z;(T"y))

J
=TT (y)

ainsi | T|%g = Tr(TT*) = Tr()  Tr;® Txy) = > || T

- ,
Remarques. On a toujours ||T||%¢ < || T||*rang(T).
Lemme 5.2. Soit Id = Z x; ® x; décomposition de l'identité sur H. Alors

J

(x); est 1-Hilbertienne.

Démonstration. Remarquons d’abord que si v = a ® b alors v* = b® a.
Soit (e;); base orthonormée de H.

SizeH, ||z|3 =<=z,z >:Z| <mzj x> |

J
1>z @e@)llz =) <wjz> =]zl
- .

J

Ainsi || Zl’j & 6j“2_>2 =1et par dualité || Z €; & l’j||2_>2 =1.
J J

Soit (a;); suite de scalaires :

1
I Zey ® x; Zakek 2 <] Zea ® j][2-52. | ZakekHZ = Z|%! )
et H Zej ® x; Zakek |2 = H Z%%Hz

Ainsi || Zajl’]”g Z |a;|? ) donc (x); est 1-Hilbertienne.

J
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Théoréme 5.1 (Kashin-Tzafriri). A opérateur linéaire sur l5* de norme
1. Soit = <A <1,

Alors Jv C {1,..,m} avec |v| > 22 tel que :

|1P,All2m2 < ¢(vVA+ %) P, désigne la projection sur les coordonnées
de v.

Démonstration. Soit (§;);<, variables aléatoires indépendantes a va-
leurs dans {0, 1} et d’espérance .
On note P la projection sur vect{e;/ {; = 1}
Soit (£})j<m copie indépendante de (&;)j<m, et (€;)j<m des variables de ber-
nouilli indépendantes +1
On va estimer ||.|[o; et par la proposition 4.2 on a une estimation pour

[-l22

E|[PeAlla1 =E sup Y &l < Ax,e; > |

z€B] j<m
<\ sup Z| < Az,ej > |+ E sup Z(gj — &) < Ax,e; > |
zeBy seBy

Or par Cauchy-Schwartz sup Z| < Ax,e; > | < vVm||Allase = vVm

xeBI

E sup Z(ﬁj — &) < Az,e; > | =E sup Zej(é’j — &) < Az,ej > |
seBy seBy

< 2E sup Zajéj\ < Az,ej > |

zeBY" j<m

<2VEE sup 3 g6 < Avie; > |

reBI* *

par le principe de contraction.

On pose X, = Zgj§j| < Az,e;>| et Y, = Zgjé’j < Ax,e; >
ji<m Jj<m

Clairement | X, — X,| < |Y, —Y,| ainsi par le lemme slepian on a

Esup X, <EsupY,

zeB3® zeB3®
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EsupZ( ) < Az,e; > <2v2 EsungJ§]<Ax e; >

z€BY j<m

= 2V2rE|| ) g;¢' A2

jsm

< 2Vom(E| Y g Aci B} par Jensen

j<m

V2r(E |1 Aey|I3)2

j<m

= 2vV21. V' Al s

D’ol ]EHP&AH2*)1 S )\\/ﬁ -+ 2\/ 27T\/X||AHHS
Ainsi par Markov, P(||PeAlla—1 < 2(Av/m + 2v21. VA || Allis)) > 3

E(Y & -mA\)?=E(> &) +n*\—2mIE) ¢

js<m Jj<m Jj<m
=mA+m(m — 1)A* + m?\* — 2m>\?
=mA — m\?
< mA

P> &< Zgj—mx<—m%)

j<m j<m
2)\2
(D& —m))’ )
i<m
4
< — par Markov
mA
Ainsi )\ . A
mA
P(||PeAllos1 < 200m + 2v27 V|| Alls) et ];n@ > )2 gy >0

dés que A > ﬁ
Il existe alors un choix des (;);<m tel que :

|PeAlla < 200/ + VIR A Allis) et 36 >

j<m

m)\
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Soit o ={j/ & =1}
o] > 22 et ||PAlomn < 2(A/m+ V21 V|| Al )
On applique la poposition 4.2 & P, A, on a alors :
Jv C o avec |V|2%2’\T’”telque:
1P PrAllass < 751 PoAllan < o(VA + 12582

Remarques.
On pouvait éviter le passage par les gaussiennes et le lemme de slepian.
En effet, par le Théoréme 2.1 de [10] on a

E sup Zsj§j| < Az,e; > | < 2E sup Zejﬁj < Ax,e; >
veBy zeBy T
Ainsi

E sup Z(@ — &) < Av,e; > | =E sup Zej(ﬁj — &) < Az,ej > |

v€BY j<m v€BY j<m

< 2E sup Zsj§j| < Azx,e; > |

reBI? j<m

< 4E sup Zgjgj < Azx,e; >

z€By

= 4E|| Y ;¢ Aejl2

j<m

< A(E] D eiéi Aeyll3)?

j<m

= 4B |lg Aes3)2

j<m
= 4V \||'Al gs

Et on continue la preuve de la méme maniére.

On peut reformuler le théoréme 5.1 de la fagon suivante :

Théoréme 5.2. Si (x;)<, est I-hilbertienne et h = Z (BRI
j<m
Pour = < A <1 fizé, v C {1,..,m} avec |v| > 2 tel que :
(Kx;)je, est c-hilbertienne ot K = (VX + \/%)_1 el ¢ une constante.
On a Théoréme 5.1 < Théoréme 5.2.

en effet,
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=) Soit (x;);<m 1-hilbertienne; h = Z [EAE
j<m
On définit A tel que Ae; = ;. Alors ||A]| < 1et h=||Al%}g
Théoréme 5.1 = 3 C {1,..,m}, [v| > 22 tel que |P,Al| < cK™' ou

= (VA + \/Z)*1
Ainsi || Y ajei| < (3 oyl

jeEo j€Eo
Donc (Kz;)je, est c-hilbertienne.

<) Soit A opérateur linéaire sur [5* de norme 1.

Soit x; = Ae;; (x);<m est 1-hilbertienne car ||A| = 1.
h=>" P = 1Al
Jj<m

Théoréme 5.4 = Jv C {1,..,m} avec |[v| > 22 tel que (Kz;);e, est
c-hilbertienne.
. . h l
AmmH%:%AqungX+\@y(%]%PP
jev eV

cad [PA|<e(VA+ /b

Théoréme 5.3 (Bourgain-Tzafriri). Soit T : Il — I} opérateur linéaire
tel que ||Tejlls =1 Vj=1l.n.
Alors do C {1,..,n} avec |a\ > 17

I E a;Te;|| > ¢ E la;[?) 2 pour toute suite de scalaires (a;)jeo-
j€o j€o
¢ étant une constante numeérique.

‘2 tel que :

Afin de démontrer le théoréme 5.3, nous avons besoin de deux lemmes :

Lemme 5.3. Soit T opérateur lméaz're surly avec ||Tejlla =1 Vj=1.n.
Alors 3oy C {1,..,n} avec |oy| > tel que :

"P[Tej],jEUl\{i}Tei‘|2 < 75 Vi € 01.

c1 étant une constante numérique, et Pg la projection orthogonale sur [’espace
vectoriel E.

||T||2

Démonstration. On pose z; = Te;.
Soit § € [0, 1] qui sera fixé plutard.
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Soit (&;)i<n variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0,1} et d’es-
pérance 0.

EZ&”P[&%]#imng = 5EZ HP[EjIj]#imi”g

i=1 =1
< &EZ ||P[§j55j]j:1..nT€i||g
=1
= 6EHP[€]-T] j 1. nTH%S
< (S”THQE(T(L”Q P[é]'rj]j 1. n)

= 5HT\|2EZ€J'
j=1
= nd*||T|?
g 1
‘o 2 2117712
Ainsi par Markov, P(; §ill Pe;aj),villz < 2n67||T)7) > 5
D’autre part, E(Z &—nd)? = nd+n(n—1)6*+n?6*—2n%5* = né—nd* < nd.
i=1
_ no _ no
IP(Z@ < 7) = P(Zf, —nd < ——)
i=1 i=1
n 252
<P i —no)? >
<P o> ")
4
< — Par Markov
no
A1n81PZ§ || P, zil|3 < 2né?||T||* et Zg n5)>1_i>0 des
171 il ] lill2 = — t = 2 no
que 6 > 5.

Il existe alors un choix des &; tel que :

Z& |P[§JIJ]J#1$Z||2 < 2né” |T||2 et Zfl >
Smta—{z<n/§l_1}
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o] —Zf >0 et S TPy, @ills < 2087 T)2.

€0

Soit 01 = {i € 0/ P con gy Till2 < 202 T||v/9}

2n(52HT||2 = Z HP[%’]jea\{i}xng
i€o
= Z ||P[xj]jeo\{i}xi”§
i€o\o1

> 80| 7% o\ o

Ainsi |0\ 01| < 2. Parsuite |oq] > 2.
Pour conclure, il suffit de prendre § =
Ainsi |oq] > et || P

[zi]ico\ (i}

—_

16]|T*
ZEZHQ < L Vi € 0.

64||T||2 V2

Remarques.

1. Le 4 choisi vérifie bien que § > < pour un bon choix de la constante c.
Pour ¢a, il faut et il suffit que [|T]| < v/n

en effet, si z € By, x = Z zie;. (€;)i<n €tant la base canonique de 5.
i<n

T3 = 1| ) aTeill3

i<n

=<< Z $iT€i, Z CCjT@j >

i<n i<n

= Z Tix; < T6i7T6j >

L,j<n

S Z Xy

ij<n
< (Z xfx?)%(nz)% par Cauchy — Schwartz
=n

Ainsi |T] < +/n.
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2. Le lemme 5.3 nous permet de choisir des vecteurs T'e; qui sont linéaire-
ment indépendants, ce qui est une condition nécessaire pour que (Te;);
soit besselienne.

2 _ 2 2 o 1 :
en effet, d(z;, [v5]54)° = |7ll5 — | Py, %ills > 5 Vi ce qui assure
qu’ils sont libres.

Lemme 5.4. Soit T : 1} — I} opérateur linéaire avec ||Tejllo =1 Vj = 1..n.
Alors oy C {1,..,n} avec |02| > e tel que

I Z a;jTe;jlls > ¢ Z \/‘_ pour toute suite de scalaires (a;)jecq,-
0|

JjEo2 Jj€o2

Démonstration. Soit ¢; et o7 comme dans le lemme 5.3.
On pose u} = x; — Py,
On a évidemment < u,z; >=0 Vj #i.

< yri >= ol < Poy,,0 s 5= 10l — [Pyl > 3 par le
lemme 5.3.

[uill3 =< uj,ui >= ||l2ll3 = | Py pill3 =< uj, 2 >,

On pose u; = H;L’ZHQ'

1
ok

Soit I' = {(&1)icor € {—1, 11711/ | D iuil| < 2¢/]ou}.

<wupxy>=0 sit#7 et <wuy,x; >= mHu;H% >

1€01
B ey =Y w3 = loul.
1€01 €01
271 o[ = [ (1D evuil5de > / Y ciuill3de > 4oy | |T.
1€01 1€01

Alors |T| < 272 et donc | > 3274

k—1
On a alors |I'| > Z (]a@ﬂ) pour k > chI

i=0

Par le lemme de Sauer-Shelah, oo C 07 avec |oo| = k tel que tout (0;)icq,
est restriction d'un (g;);c,, dans I

‘0'2’ > IUI' Z 2|T’}7\2

Soit (aJ)J€U2 suite de scalaires.

On écrit a; = b; + ic;.

Soient (0;)jeq, et (0] )]eg2 les signes respectifs de (b;)jecq, €t (¢)jcos-

Soient (g5)jeo; €t (€))jeo, les extensions respectives de (0))jeq, €t (67)jeo,
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dans I
<Z“J%7Z _25 Juj > <HZ%%H HZ UJH
jE€o2 jEo1 JjE€o2 jEo1
<UD agagll () egugll + 11 &husl)
JjEo2 JjEo1 JjEa1
<> ajz;] 44/ o]
JEo2

D’autre part,

|<Za1x],z ig} )u; >|—|Z [(0;0; + Oic;) 4 i(0;¢; — 050;)] < x5, u; >

JEOT2 JjETT ISP
car <u;,x; >=0s511#]

=) 1b] + lesl) + i(05¢; — 0507)] < j,u; >

JjEo2

> 1) (1] + lesl) < wj,u; > |

JjEo2

= \/—Z|aj|

JE€o2

ainsi

uzajxju_MFZm

JjE€o2 JjE€o2

EZ! aj|
’02 JjEo2

Remarques.
Si u est application qui a Te; donne e;.

n loal >
13—l c2

< v/ lo2|

Et par dualiteé, ||u*|\lj>g2\_)ln < -5

Alors le lemme 5.4 dit que ||ul|

On peut a présent passer a la démonstration du théoréme 5.3 :
Démonstration.(Théoréme 5.3)
En utilisant la proposition 4.2, le théoréme 5.3 découle directement.
en effet, en notant u : [ — l‘fml qui a T'e; donne e;.
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Vo2l
C2
Par la proposition 4.2, on a : 37 C 0y avec |7| > % tel que

1
1Pruflase < ()2 Juflan < 47

o 1 _ VT
Ainsi V(a;) jer, (Z |a;|*)z < EH ZajTejH2

JET JET

Par le lemme 5.4, on a ||ul|2—1 <

Remarques.

L’argument de factorisation de Grothendieck n’est pas nécessaire, on pou-
vait procéder & la main par un argument d’itération mais la preuve serait
beaucoup plus longue. (voir [4] )

On peut reformuler le théoréme 5.3 de la fagon suivante :

Théoréme 5.4. Soit (z;);<, K-hilbertienne avec ||z;|| > a Vj = 1.n.
Alors 3o C {1,..,n} avec |o| > c(%)*n tel que (z;);e, soit (£)-besselienne.

On a Théoréme 5.3 < Théoréme 5.4.
En effet,

=) Soit (x;);<, K-hilbertienne avec ||z;|| > o Vj =1..n.
Soit T opérateur linéaire tel que Te; = 2z, || Te;|| > 1.

. . K 1
(%) j<n K-hilbertienne donc HT(Z aje;)|| < E(Z la,]?)z.

j<n j<n

Ainsi | T < . .
Théoréme 5.3 = Jo C {1,..n} avec |0 > itz > ci(%)*n tel que
1
1Y a;Tes| > e lag*)
jET jE€o

ca.d £ Zajast > (Z |aj|2)% donc (x;),e, est (%)—besselienne.

j€o j€o

<) Soit T opérateur linéaire tel que ||Te;|| =1 Vj=1..n
Soit z; = Te;; ||lz;|| = 1.
(x;)j<n est ||T|-hilbertienne.
Théoréme 5.4 = Jo C {1,..,n} avec |o| > ¢ tel que

P
1
1D aiTell = e las)z.

j€o j€o
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6 Généralisation du Principe d’Invertibilité et
applications

Etant donné un systéme (z;);<, hilbertien ou besselien. Il est agréable de
travailler avec des vecteurs ayant presque des normes égales, tout en gardant
le caractére hilbertien ou besselien.

On introduit la procédure de "split" suivante :
On définit des vecteurs (yi)reo, qui sont des multiples de z;
et > llyell® = [l

k}EO’j

. .. o 2 _ . )
Ainsi si on note h = ; l|lz; || et p @?ﬁ“%”

sn

pour tout j on ecrit ||z;]|? = a?||z;]|?+... +a}||z;]|* tel que p < agllz;]| < 1,1p
On pose (Yi)res; comme étant les ajx;
On a donc en tout (yg)r<m vérifiant p < |jyg|| < 1,1p
Z lyell> = h et alors p?m < h < (1,1)*p*m c.ad p< \/g <1,1p

k<m

Ainsi on a 0,9\/g < lyell <1, 1\/% Vk <m

Théoréme 6.1 (Vershynin). Si Id = ij ® x; et T opérateur linéaire
j<m

sur 1§ de norme 1.

Alors pour tout e >0, Jo C {1,..,n} avec |o| > (1 —&)|| T3 tel que :

(i) (T'z;)jeo est C(e)-équivalente & une base orthonormée de 3.

. T .
(i) |Tas]) > ey/ElZles |z, V)€ o.

Démonstration. On pose h = ||T||}g et y; = Tx; Vi <m.
Par le "split", on peut supposer que 0,9\/% <yl <1,1,/L
Soit 6 = .

Soit 7 = {j < m/ llysll > 0.9v/5,/1a;1}

ona |r| > (1—0)m.
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en effet,

n=Y Nl = Y P

i<m jeTe
c n 112
n h
. ————.(0.9)>*—
z Il 500 9

donc |[7¢| <md et |T| > (1 —0)m.
Afin de continuer la preuve, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 6.1. Soit 0 C 7 avec |o] < (1 — €)h et supposons que (y;)jes €St
K-équivalente a une base orthonormée de 1. Alors on peut étendre o en oy
dans T tel que :

() (yj)jeo est Cl(e, K)-équivalente a une base orthonormée de [3*.

(b) (h—|o1]) <alh—|o|) avec a < 1.

Remarques. Dans la preuve et dans la suite aussi, ¢ désigne une constante
qui peut changer de valeur d’une ligne & 'autre. Parfois je vais essayer de
changer le nom des constantes afin d’éviter trop de confusion.

Démonstration. On note P la projection orthogonale sur l5Svect(y;) jeo-

D I1Py; I = Y I1PTa)|* = |PT|7s.

j<m j<m

D Pyl = 1T IlTs — 1(1d — P)T Iz

j<m
> h — ||T||*.rang(Id — P)
~h—1o]
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Invertibilité restreinte et distance au Cube

D 1Pyl =) 1Pyl

jeT\o Jjer
=D Pyl =D 1Py
j<m jere
h
> h—lo| —|7°.1,21.—
m
> h—|o| —20h
=(1—-20)h —|o|
— ho

Comme |o| < (1 — e)h alors hy > h.

On applique la procédure de "split" & (y;)jer\o pour obtenir (y});<n tel que
| Pyl > 0,9/ %8 Vi<M

Par le lemme 5.2, (x;); est 1-hilbertienne.

Comme [|T'|| = 1, alors (y;); est 1-hilbertienne.

Ainsi (y});<nr est c-hilbertienne et Y [lyi|* < Y [ly;l|* = h.
J<M j<m
A c oy 4k :
Par le théoréme 5.2, appliqué & A = 3} on a :
v C {l,.., M} avec |v| > h tel que

M
(1/ Wy;)jey est ¢ — hilbertienne. (3)

Ainsi (\/gPy;)je,, est aussi ¢’-hilbertienne et H\/%Py;H >0, 9\/¥ ho >
0,99.

Alors par le théoréme 5.4,

3p C v avec |p'| > cd|v| > cdh tel que

M
( pr;)jep/ est (%) — besselienne. (4)
Pour j € p/, y; est un multiple de y.;) ol k(j) € 7\ 0.

(4/ %Pyé)jepl étant besselienne alors les (y})je, sont linéairement indépen-

dants, donc il en est de méme pour les ).
Ainsi j — k(7) est bijective.
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Soit p = {x(j)/ j € p'}.
ol = |p'| = coh.
Soit 01 = 0 U p. p et o sont disjoints.

h—loi| =h—lo| = pl
< h—lo| —cdh
< (L =cd)(h—lal)

Dot le (b) du lemme est vérifiée pour o;.
Reste a montrer que (y;);er, est équivalente a une base orthonormeée de (5.

Par (3) et (4), 3(\;) e, tel que (A\;y;)je, est c’-hilbertienne et (A\;Py;) e, est
\C/—%—besselienne.

(yj)jes est K-équivalente & une base orthonormée de 3.
Ainsi 3(\;) o tel que (A\;y;) e est K-hilbertienne et 1-besselienne.

Siy € vect(y;)je, alors y = Z aj\y;
jep

1Pyl = 1D a;A; Pyl

JjEp
\/(_S o 1 &1
> - a;|?)2  car (N Py;).c, est — — besselienne.
= (Jze;| J’ ) ( j ?JJ)JG/J \/S
Vo

>

[ Z aj\jy;ll  car (M\jy;)je, est ¢ — hilbertienne.

c1c 4
Jj€p
V6
=— [yl
ciC
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Ainsi si z € vect(y;) eo

1
(] + Jy[1*)z <
< llz+yll + 2/|yll
2c,c

Vo

2c,c

< [lz +yll +

1Pyl

O ez = O lagP +> " lag?)z

Jj€o1 jeo jep

& 1
< (I ahysll* + <ﬁ)2|\ > adyll*)?

jeo Jjep

<1+ %)-(%)-H > adyl

JET1

Donc (Ajy;) e, est (14 \%).(%)—besselienne.

> " aidmill < 1Y aidwsll + 1) aihy]
JjEOTL jECT JjEp
1 1
< KO o)z + (0> lag?)
j€o j€o
<V2AK +¢).(Y a2

Jj€Eo1

Ainsi (\jy;)jeo, st V2(K + ¢)-hilbertienne.
Donc (y;)jeq est (K +¢).(1+ \/Lg).(\/ﬁg)—équivalente a une base orthonormée
de [5*.
On peut a présent finir la démonstration du théoréme 6.1 :
On commence avec 0 = {1} pour lequel c’est évident.
Par le lemme 6.1, on arrive a élargir ¢ dans 7.
Ainsi de suite jusqu’a avoir |o| > (1 — ¢)h et le théoréme découle immeédia-
tement.
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Remarques.
Quelques mots sur la dépendance en & qui joue un role important dans
d’autres applications (comme le calcul de la distance au cube)

o = {1} et y; est c-équivalente a e,
par le lemme 6.1, on construit o tel que (y;)jer, est (1 + %)(\/LE)—
équivalente a la base canonique de [3*
Donc (y;)jco, est (£)-équivalente a la base canonique de 5. La preuve

donne o1 = o U p et par le Théoréme 5.4 |p| > c(1/551/52)2h = chy.
(c est de Pordre de )
Ainsi |o1| > |o] + cho = (1 = ¢)|o| +c(1 = £)h

Par le lemme 6.1, on construit oy tel que (y;) e, est (£)*-équivalente a la

base canonique de [5°.

2¢e

log| > (1 —¢)|o| + (1 — E)h
> (1= o]+ (1= S)hfe+e(1 — o)
= (1= ol + (1= S (1 - (1 - )

Aprés k étapes, on construit o, avec
log] > (1 — ce)k]o| + (1 — 23—5)h.(1 — (1 = o)%) et tel que (y;)jeo, est
(£)*-équivalente & la base canonique de 5%,

On continue le procédé jusqu’a avoir |og| > (1 —¢)h

Ceci est vrai dés que (1 — )" + (1 - 2)h.(1 - (1 —c)%) > (1 —¢e)h

- . <h
vrai des que (1—2)h.(1—(1—¢)*) > (1 —e)hcad (1—c)f < s
Ceci est vrai dés que (1 —¢)* < £ ainsi k > lolgo(gl_gc) suffit.

D’ou C(e) est de 'ordre de (g)cllog(i). (c et ¢’ étant des constantes po-

sitives)

Si on applique le théoréme 6.1 & Id = Zej ®ej, on a :
J
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Théoréme 6.2. Soit T opérateur linéaire sur ly.
Pour tout € > 0, 3o C {1,..,n} avec |o| > (1 —¢€)

1713 s
1712

tel que
1 1
CENTIOla;*)z < 1D a;Te| < CITI lasl)?
jE€o jEo jE€o

Remarques.
Ce théoréme améliore en un certain sens le théoréme 5.3.
En effet, sous les hypotheses du théoreme 5.3, ||T||%,¢ = n donc on avait o

2
de cardinal > ¢ ”ﬂﬁgs.
2
Dans ce théoréme, on élargit o et on obtient un o de cardinal > (1 —¢) ”ﬂﬁ’f

sans imposer des conditions sur ||Te;|| et ceci pour tout £ € [0, 1] alors que
le théoréme 5.3 ne donnait que ’existence d’un tel e.

On a déja vu par le Théoréme de John (Théoréme 2.1), que la donnée d’un
espace de Banach X en position de John était équivalente a la donnée d’une
décomposition de I'identité. Ainsi on peut reformuler le Théoréme 6.1 de la
facon suivante :

Théoréme 6.3. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en position
de John. Soit T opérateur linéaire avec ||T||2—2 < 1.
Alors Ve > 0, 3wy, ..z, des points de contacts avec k > (1—¢)||T||%5 tel que :

(i) (T'z;)j<k est C(e)-équivalente pour la norme ly G une base orthonormée

de 5.
(i) [|T;]l2 > cyeltes vy <p.
Théoréme 6.4. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en position

de John. Soit T opérateur linéaire de norme 1. On note h = ||T||%.
Alors pour tout entier k < h, il existe (x;);<i des points de contacts tel que :

(i) (Tx;)j<k est C(£)-équivalente o une base orthonormée de I.

(i) [ Tw;ll = e/ 555 el Vi <k
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Démonstration. Il suffit de prendre ¢ = 1 — % et d’appliquer le Théo-
réme 6.1.

Appliquons maintenant le Théoréme 6.4 pour T projection orthogonale,
Ceci va nous donner un lemme du type Dvoretzky-Rogers et en plus nous
donne une information sur la position du systéme (z;); du lemme 3.2 .

Théoréme 6.5. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en position

de John.

Soit P une projection orthogonale de rang k.

Alors ;}n;our tout s < k, Jdxq,..xs des points de contacts tel que si on pose
z;

RZj = —||P1’j||2’ on a .

(i) (2j)j<s est C(3)-équivalente pour la norme ly G une base orthonormée de
ls.

(i) flzlx = ey/ 552
Démonstration. | P|%4 =k

On applique alors le Théoréme 6.4, ainsi Vs < k, dzq,..xs des points de

contacts tel que (Px;);<, est C()-équivalente pour la norme I, & une base

k—s

orthonormée de I3 et | Px;[l; > ¢y /%2
(2j)j<s est aussi C(7)-équivalente pour la norme I a une base orthonormée

de [5.

sz“X >< Tj,25 >= HP.I]HQ > Cy/ k;s d’ou le (11)

Remarques.

Si on remplace P par un opérateur T tel que ||T||2—2 = 1 et on remplace
k = ||P||%g par |T||%g, on n’est pas sur de garder Pestimation du (ii).

En effet, considérons I'exemple suivant :

Soit n =2" et X =1[7.

Soit W la matrice de walsh n x n. (c.A.d W matrice orthogonale formée de
+1, elle existe car n = 2™)

W22 = v/n. Soit T' = \/iﬁW

On a alors ||T]|ase =1 et h = ||T||%g = n.
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Les points de contacts de X sont les vecteurs coordonnées (e;);<p.
Te;

e, 1 1

ITeslls = liesle = 1 et I Tesll, = [ Wej ey, = =

Sizj =

Ainsi ||z;|im = \/Lﬁ
Donc le (ii) du Théoréme 6.5 serait \/iﬁ > c ce qui est absurde.

On peut cependant minorer |7z x. Pour cela, par dualité, il suffit de mi-
norer | < xj, Tx; > |.
On a le résultat suivant :

Théoréme 6.6. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en position
de John.

Soit T opérateur linéaire avec ||T||a—2 < 1.

Alors pour tout € > 0, Jxy, ..x), points de contacts avec k > (1 —e)||T||%4 tel
que

(i) (ij)igk est C(e)-équivalente pour la norme ly & une base orthonormée
de l3.

(ii) [T x > ceTrocetTl,

Démonstration. Comme on ’a déja fait remarquer, il suffit d’avoir dans
(ii) du Théoréme 6.1 | < z;,Tx; > | > CSMHIJ‘H;
On suit la méme démonstration que celle du Théoréme 6.1.
En effet, Z < z;,Tx; >= Trace(T).

Jj<m
En appliquant la procédure de "split", on peut supposer que
| <a;,Tx; > | 20,9% Vi <m
Onpose 7' ={j<m/ | <xj,Tx; >|> %MH%H?}
Il suffit de montrer que 7 > (1 — £)m et continuer exactement de la méme
facon en utilisant le lemme 6.1.
e |Trace

Si [|loj]? < 2.2, alors on a £ D412 < | < ) Ty > |

Ainsi 7 5 g = {j < m/ [la]2 < 2.2}

3 n
n = Z ;1 > Z ;1 > E-E|Plc|

j<m jep'*
Alors [p] <ms et [p'| > (1 —5)m
Ainsi |[7'] > (1 = 5)m
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Finalement, dans le cas particulier ou T est I'identité, on a :

Proposition 6.1. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en po-
sition de John.

Alors pour tout € > 0, Jx1, ..z des points de contacts avec k > (1 — e)n tel
que (z;);<i. est C(e)-équivalente & une base orthonormée de 5.

Remarques.
Ceci permet de donner une factorisation de Id : 15 — [* de la forme
Id=aoBoua: X — Ik et B:15 — X avec ||a.||8] < C(e).
1

en effet, on a 25 (3 [ayP)2 < 1S ajaylle < 1D gyl < ay)

<k <k i<k i<k
Ainsi Id : 1§ — 15 se factorise par X*, et par dualité Id : I§ — [* se
factorise par X avec ||a||.||8]] < C(e).
Ce résultat est connu sous le nom de "The proportionnel Dvoretzky-Rogers
factorization" et joue un role important dans le calcul de la distance au cube.
(voir |9, 3, 6])
Par le Théoréme 6.1, on obtient C(g) < (g)cllog(%) qui est beaucoup moins bien

C

que celle dans [9] ou C(e) < 5 et améliorée dans [6] pour avoir C(g) < -5.

7 Plongements du cube

Théoréme 7.1 (Talagrand). Soit (z;);<, suite dans un espace de banach
X avec ||z;||x > 1.

Soit M = E|| Z&%’HX ot les g; sont des variables aléatoires de Bernouilli
i<n

{£1} indépendantes. Soit w = sup{z |z*(x;)|) =" € B(X™)}.
J
Alors 3 0 C {1,..,n} avec |o| > &= tel que :
1
smazlas] < |13 ajz;llx < AMmazla;]
jEoT
pour toute suite de scalaires (a;)jeo-

Remarques.
On a donc que (z;);e, est 8M-équivalente & la base canonique de 7.
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Ce résultat de Talagrand améliore celui d’Alon et Milman qui ont montré
sous les méme conditions qu'il existe o C {1,..,n} avec |o| > 2_7% tel que
(%) jes est 8M-équivalente a la base canonique de 17,.

Pour bien voir qu’on a élargit notre ensemble d’indices o, comparons M et

Onadabord”ZszxZHX— sup 251 (z;)| <w donc M < w.

z*€B(X

D’autre part, si 2* € B(X™) alors M = IE|| Z&'%’HX > E| Zszx*(:vlﬂ

(2
Par khintchine on a (E| Zsix*(xi)m% < cE| Z&x*(aslﬂ ol ¢ est une
constante numérique Z l
Or (E| Zaz ;) % = Z |z (z

A1ns1Vx € B(X™) ona2|x a:l|<c\/_M donc w < ey/nM.

mH

Z |z (z;)| par cauchy-schwartz.

- Vi
M <w < eynM parsulte o> ¥z,

On va a présent donner quelques lemmes afin de démontrer le théoréme 7.1.

Lemme 7.1. On pose § = L. Sind > 16 alors 37 C {1, ..,n} avec |7| > 21

tel que :
Va* € B(X*), Y |a*(x)| < 4M.
€T
Démonstration. M = E|| Z&%HX =E sup |Z<€Z x;)l.

i<n z*eB(X¥)

Par le théoréme 2.1 dans [10] , on a
E Sup |Zz<n 57«|x (x1)| | < 2M
z*eB(X
Soit ((51)@91 variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0,1} et d’es-
pérance 0.
Soit (6])i<n copie indépendante de (6;);<n, et indépendante de (&;);<y.
d; — O} est & valeurs dans {-1,0,1},
donc Ex sup | e ei(6 — )l (x)] | < 2M
z*€B(X*)
ainsi E  sup |Zl<n gi(6; — 60)|z* ()| | < 2M.
z*eB(X*)
or 0; — d; est symétrique alors 6; — 9] ~ £;(0; — J})
donc B sup |}, (6 —0;)|z* (xz)| | <2M
z*€B(X*)

i<n
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Ainsi E - sup |30, (6; — 0)|z*(x;)] | < 2M.
x* EB(X*

On a pour z* € B(X™),

S bl (@) < 1306 = (@)l |+ Jo ()

i<n i<n i<n

< sup |Z<5 — )|z (x;)] | + ow

z*€B(X*) i<n

ainsi B 6la* (2;)] < 2M + M = 3M.
i<n
Par Markov, P(Y 6|2 (2;)] > 4M)AM <EY  &ila*(z;)| < 3M
i<n i<n

done P>~ 6l ( xl)|>4M)<§l et P(Y _ difa*(z;)| < 4M) >

i<n i<n

E(Y 6 —nd)* =E(>_ 6:6; +n’6> —2n8 > _4)

i<n 1,j<n i<n
=nd +n(n — 1)6% + n*6* — 2n*6°
= nd — nd>

<nd

»-lkl»—‘

4
< E(Z 6 —nd)>  par Markov

n2y? 4
i<n
4

<
— nod

Ainsi P(Y_ 4, >”5)>1—i

no
i<n

Sind > 16, ona]P’Zé >n25) 3

4
i<n
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sup Z5|x ()] < 4M et 25 > >1—IP( sup Z5|x ()] < 4M)—

z*eB(X z*eB(X*)

z<n i<n i<n
no
P >
i<n
1 3
>1-—--2
4 4
>0

Ainsi il existe un choix des ¢; tel que :

sup Zé\x (x;)] <4AM et 25>

r*€EB(X™) z<n i<n

Soit alors 7 = {i <n/ ¢, = 1}.

J
|T|:Z@-Z% et sup Z|x (x;)| < 4M.

i<n a*€B(X~) 1ET

Lemme 7.2. Soit (z;)i<m suzte dans un espace de banach X avec ||z;|| > 1.
Soit Z,, = sup Z|$ ;)|

r*€EB(X™) z<m

1
Alors 3o C {1,..,m} avec [o] > g7 tel que || Z%’%HX > §W}€%$|ai| pour

1€0
toute suite de scalaires (a;)ico-

Démonstration. Soit o = jm.
Soit (0;);<m variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0,1} d’espé-
rance «.
Soit (x})i<m suite de X* tel que ||z}]| =1 et |z} (x;)| > 1.

EY didjlai(z;)| = |ai(z;)] <a® )y |ui(z;)| = o ZZ\?J )| < a’mZy =

7] i#] ,j<n
. ma  mo
i3
Il existe alors un choix des ¢; tel que Z 0; — 2 Z 0;0;]z; (z5)] > ma
i<m i#j
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Soit I = {i < m/ 6; = 1}. On a donc card(l) — 22 |z} ()| > % ou
ijel
i

encore Z(l — 22 |z} (x5)]) > %.

Comme card(I) > "* et que les termes de la somme sont < 1 alors au moins

7% termes sont positifs.
. . . 1
Soit o ={i eI/ Y |af(z;)| < S} Onalo| > 52 = 2
jel
i
Soit (a;);e, suite de scalaires. Soit ¢ € o tel que |a;| = max|a,|.
jET

1Y ajagll = 1) aja;(a))]

j€o jEoT
> gl |25 ()] = ) la|- |2} ()]
jE€o
J#L
> ag| (1= oy (x;)])
jE€o
JA
1
> §|a2‘
= Laclal
~ 20

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 7.1.
Démonstration.(Théoréme 7.1)
Si n < 32w, il suffit de prendre o = {1}.
Sin > 32w, alors nM > 32w.
Par le lemme (7.1), 37 C {1,..,n} avec |7| = m > 2 tel que :
Va* € B(X*), Y |a*(a:)] < 4M.
€T

na onc];ax(xﬂ_n}gx\a];]x ()] < TZLeaTxla\
D’on il x < 4AM ;

o |3 il < 0o

Par le lemme (7.2), 30 C 7 avec |o| > giz‘ > 35]\'/[ > 1o tel que :
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1
| Z a;zi|x = 577Zl€fg$|az‘|~

1€0

A présent, on va essayer de combiner le Théoréme 7.1 avec le Théoréme 6.1
pour obtenir des plongements de [*_.

Pour X un espace de Banach et u : 5 — X, on notera l(u)? = [ |luz||%dy.(z)
ol 7, est la mesure gaussienne standard sur R".

On notera [(X) au lieu de [(/dx).

Proposition 7.1. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en po-
sition de John.
Alors 3(x;)j<m des points de contacts avec m > c1\/n tel que

1
Smarla;| < ||;ajlelx < cd(X)mazla,|

pour toute suite de scalaires (a;)j<m.
c.a.d (x)j<m est cl(X)-équivalente & la base canonique de 7.

Démonstration. Par la proposition 6.1 avec ¢ = %, dxq, ..z des points
de contacts avec k > Z tel que (z;);<) est c-équivalente pour la norme Iy &
la base canonique de [5,

Pour appliquer le Théoréme 7.1, estimons d’abord M et w.

|3

M =E|> eullx

J<k
< cE|| E 9;%il|x ow g; sont des varibales gaussiennes standards indépendantes
i<k
< c.eoE|| E gjejllx e; étant la base canonique
J<k

< c.ep.l(X)

w=sup{Y_ o (x)|/ #* € BX")}

J<k
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Soit z* € B(X*),

(T
S )l = S e) ooy =
i<k <k !
<1 ajzslix
Jj<k
<l Zajxng car X en position de John
Jj<k

l z N \ . -
< ¢ E la;|*)2  car (v;)j<k est c-équivalente & la base canonique de 1§
Jj<k

< cvn

Ainsi w < ¢y/n
On applique maintenant le Théoréme 7.1,
alors 3(x;)j<m avec m > c > cy/n tel que
1
ammazla;| < || <Z a;zjllx < 4Mmazla;| < cl(X)maz|a;|
jsm

Proposition 7.2. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en po-
sition de John.

Soit P une projection orthogonale de rang k.

Alors il existe (z;) j<m des points de contacts avec m > 01\% tel que (Hlfﬂﬂ%)jﬁm

est ¢\/R.1(P)-équivalente a la base canonique de I73.

Démonstration. Par le Théoréme 6.5, 3(z;);<s des points de contacts

_k RO .
avec s = g tel que si z; = on a :

zj
[[Pzjl2
(2j)j<s est c-équivalente pour la norme l; & une base orthonormée de [ et
k
2l > ey /%
On consideére y; = L\ /%z;: [ly;llx > 1.
On peut appliquer le Théoréme 7.1 & (y;);<s, pour cela estimons M et w.
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Soit z* € B(X*),

Z 2" (ys)| = Zaj$*<yj) avec a; = (y)

2 2 [ (yy)

<Y ayilix

Jj<s

<> aiyill

Jj<s

< Jag)z

Jj<s

:C\/ﬁ

Ainsi w < ¢y/n.

M =E|> eilx

J<s

< cE|| ZgjyjHX ot g; sont des variables gaussiennes standards indépendantes

<s
< c\/%EH Zgjfj\|x ot f; base orthonormée de vect(z;);<s
Jj<s
n
=cy/=l(P
/()

Ainsi par le Théoréme 7.1, on a
(yj)j<m avec m > ¢ > c\/iﬁ tel que
n
pmazla;] < || ;ajyjHX < AMmazla;| < C\/%l(P)%%WH
jsm
Donc (y;)j<m est ¢\/ZI(P)-équivalente a la base canonique de 2, alors il en
est de méme pour (2;);j<m.

Remarques. En appliquant la proposition 7.2 & P = Id, on retrouve la pro-
position 7.1.

Proposition 7.3. Soit X un espace vectoriel normé de dimension n en po-
sition de John.
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Soit P une projection orthogonale de rang k.
Alors 3(z;) j<m des points de contacts avec m > c\% tel que

n
ar| <z x> | <|z|x < c\/jl(P)max| <z,T;>
j<m k j<m

pour tout x € vect(Px;)j<m.

Démonstration. En suivant les méme notations que dans la proposi-
tion 7.2, on a :
||xj|X* =1et < T, Y; >= %\/% < T, %25 >= %\/%HPI‘]HQ > 1 car
| Pz|l2 > c\/g par le Théoréme 6.5.

Ainsi par la preuve du lemme 7.2 , on peut choisir les (y;) ;<. avec m > c\/iﬁ

1
tel qu’en plus on a <xpy > <= Vi<m.
q p Z| Y > < 5 =

j<m
J#i

Soit = € vect(Pxj)j<m; T = Z ay;.-
I<m
Soit i« < m tel que |a;| = maz|q|
<m

lzllx = 1) awllx

I<m

< c\/gl(P)\ai] par la proposition 7.2

n
< 20\ [ TUPal (| < iy > | = Y| <wim > )
1
n
<d EZ(P)(l < @i, aiy; > | — Z| < i aiyy > )
1£i
n
</ EZ(P)(l <@g ay; > | - |Z < @i ay > |)
1
< c’\/gl(Pﬂ <, Y ay > |
I<m
< El(P)ma:c| <x,xj > |
=TV R e
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Invertibilité restreinte et distance au Cube

D’autre part, Vj <mona | <z,z; > | < |z|x
Ainsi T]nggc] <zx;>|<|z|x < c’\/El(P)T]rLgtzﬂg:] <z, x;>
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